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PARA EMPEZAR, REFLEXIONA'Y RESUELVE

Multiplica vectores por niimeros

B Copia en un papel cuadriculado los siguientes vectores:

oll

Representa:

)22 b)5b c)%?

-2 - =
Expresa el vector d como producto de uno de los vectores a, b o ¢ por un
namero.

Designa los vectores anteriores mediante pares de nimeros. Por ejemplo:
>
a(2, 3).

Repite con pares de nimeros las operaciones que has efectuado anteriormente.

- - 5 -
| ° d = —2,5 b = 7 b
EAT « 32, 3)
/ e
ny, b(-2, -2)
A
y ] 3,0
oD N
de, s)
SR
i ©22=2(2,3) = (4 6)
5b = 5(-2, -2) = (10, ~10)

1

->_ 1
— == =(1
3 C 3(3,0) 1,0

4
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Suma de vectores
B Efectua graficamente:
a)a+¢ pb+< Ob+a

. - - . e o .
siendo a, b y ¢ los del ejercicio anterior.

Realiza las mismas sumas con pares de nimeros. Por ejemplo:

a+C=(2,3)+G3,0=0,3)

d

N
C

Ba)a+C=(23)+@3,0=(5,3)
Db+ T= (=2 -2+ 3,0 =1, -2
7o
Ob+a=(2-2+(2,3=(0,1
DT+b+T=(2,3) +(2,-2+3,0 =031
) C b . )
N // b |._-) —) +2T> b ;
D% \ Y, 7 1c
/—>+ E-) -7 b e
a+b

Combina operaciones

p

<L

-2 =2 rd - . . . P
Con los vectores u, v y w efectiia las siguientes operaciones graficamente y

mediante pares de nimeros:

a)2u+3V b) -V + 5w

©)2u+3V—4w

¢Como designarias al vector resultante de esta ultima operacion?

B 2)20+3V=23,1) + 32, -2) =(6,2) + (6, —6) = (12, —4)

b) =V + 5W = —(2, =2) + 5(3, =1) = (=2, 2) + (15, =5) = (13, =3)

O2U+3V—4w=23, 1 +3(2,-2)—43, 1) = (6, 2) + (6, =6) + (=12, 4) = (0, 0)

N
Vector nulo: 0

Unidad 7. Vectores
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l
) b
2ul_—T ~
] = «? I~ mcd
~ BV T~ ~ SW
~ Iy
2 i %; - —V + 5w —~~
™~
) L
2u |7
— =
™~ 3V
~
4% T
™~~~
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1.Si u(=2,5) y V(1, —4) son las coordenadas de dos vectores respecto de una

base, halla las coordenadas respecto de la misma base de:

a) 20+ b)u-v c)3ﬁ)+%‘7 d)—%ﬁ’—z?

D20+ V=225 +1,-4) = (=4, 10) + (1, =4) = (=3, 6)

(-2,5-10,-HD =29+, D=(3,9
4

Hu-v

o) 3U +

Uo|>—\

373

1> o 1. _ AN —_5 . _(, 11
d)—?u—ZV— 2(2,5) 2(1, —4) (1, 2)+(2,8) (1,
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1. Demuestra las propiedades 1, 3,5y 8.
. Lo - > | |= 53
e Propiedad 1: Si =0 = u-Vv = lgl [V cos (U, V) =
> g
= |6| |5l cos (U, V) =
> e
-0 ¥l cos (U, v) =0

5
Si V=0 = se demuestra de forma aniloga

- > S| | 53
e Propiedad 3: Si U-v=0 = lgl [+ cos (U, V) =0
Como: G>¢6>:> ldl 20
\7};&8: IVl =0
N N

. -
Tiene que ser cos (ﬁ\7>=0 = av=90° =

Unidad 7. Vectores
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=, o
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. R G 9190 |19 5SS o -
e Propiedad 5: W+ V= |Ul 1] cos (@, V) = IV |Wlcos &, W)=V - u

) pues cos o = cos(—o)

e Propiedad 8: Si B(X,y) es una base ortonormal —

— X1y — por la propiedad 2:

->_ o

— por la propiedad 5: X- vy=Y-

?-?=O -

X=0

-

Ademads: X-X=IX| [X] cos0°=1X] IX] -1=1

v v=I¥l ¥l cosoe= Iy Iyl - 1=1

N
pues en una base ortogonal [X]

=1, Iyl =1

2. Reflexiona sobre lo que significan las propiedades 6 y 7. Pon ejemplos y justi-

ficalos.

P
e Propiedad 6: A (T +V) = 7»[|3| | V| cos (U, 7)] =
=l[|ﬁ>| - proy V sobre 3]

S
AW -V = |11l V] cos (W, V) =

_ - - 5 _
= WD V] cos (0, V) =

= (A |U]) proy V sobre

N
u

En ambos casos, a la proyeccion de v sobre U la multiplicamos por A y por |u]
(ambas escalares). Luego se trata de la longitud de un segmento proporcional al

segmento OP (proyeccién de V' sobre W).

Ejemplo: supongamos A =2, |ul =3, V] =1

l
BT 1=
voE 2V e
N 4
I I
oP" =AW -V OP=u-V
OP"=A(U V)
e Propiedad 7: U+ (V+w) = |7l - proy. de (¥ + W) sobre U
Rt

- - - - — -
-w = |dl - proy. de V sobre U + |7l - proy. de w sobre u =

= U] (proy. de V sobre U + proy. de w sobre )

Luego en ambos casos hay que multiplicar por |T]. Solo vemos que la proyeccion
de (V+w) sobre U es igual que la suma de las proyecciones de ambos vectores

por separado.

Unidad 7. Vectores
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Veamos un ejemplo:

)

=
A%
(f P | > g b

OP = proy de V sobre U NN
00 = proy de w sobre U  — OR = 0Q + QR = OQ + OP
Como OP = QR

y ya se tiene el resulado.

3. A partir de la propiedad 4, demuestra que si Vv # 0, entonces:

- o
u-v

|¥]

(proyeccién de U sobre V) =

Por la propiedad 5: U-V=vV-U
Y aplicando ahora la propiedad 4:

T - . - -
U-v=v-u=Ivl- (proyeccion de u sobre v)

. —| .
Entonces, si |V] #0, se tiene:
-
u-v

. = >\ =
(proyeccion de u sobre V) E
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

Los vectores y sus operaciones

1 Lafigura ABCD es un rombo.

Compara el moédulo, la direccion y el sentido
de los siguientes pares de vectores:

- > - o
a) AB y BC b) AQ y BC

- > - =
c) BM y PD d) OC y OD

Unidad 7. Vectores




— -
a) 4Bl = | BCI

Tienen distinta direccion.
— 1 —
b lagl - L[5l

- —
Direccion de AQ = direccion de BC - 1
— — AQ = 7

Sentido de AQ = sentido de BC

¢) Los dos vectores tienen el mismo médulo, la misma direccion y el mismo senti-
do, luego:

- >
BM = PD
- -
dlocl < oDl

- -
Sus direcciones son perpendiculares — OC 1L OD

%
2 Busca en la figura del ejercicio 1 tres vectores iguales a NC y otros tres igua-
%
lesa MQ.
A T S
NC=BN=AQ = QD

e
MQ = NP = BO = OD

3 Sustituye los puntos suspensivos por un nimero, de forma que estas igual-
dades sean verdaderas para el rombo del ejercicio 1:

- - — —
a) CD = 2CP b) MN = ... AC
— — — —
c)OC=...04 d) NB=... BC
- - =
a) CD = 2CP b) MN=EAC
— — — 1 =
c) OC=-0A d) NB = —?BC

4  Completa las igualdades siguientes con las letras que faltan para que, en el
rombo del ejercicio 1, sean verdaderas:

- 5 > — - —
a) AM + MN = AN b) MN + ...C = MC
— I~ - > -
c)M...+ OP= OD d) AM + A... = AO
T - 5 >
a) AM + MN = AN b) MN + NC = MC
- S > - >
c) MA + OP = OD d)AM+AQ AO

Unidad 7. Vectores o



5  Observa el rombo de la figura y calcula: B
— —> —> — / \
a) AB + BC b) OB + OC AN
— - = 1/ N
c) OA + OD d) AB + CD 0O C
- = - = AN /
e) AB+ AD f)DB- cA N/
Expresa los resultados utilizando los vértices del D
rombo.
- - -
a) AC b) AB = DC
— —> —> -
c) BA=CD d) A4 =0
— —
e) AC ) 2DC

. —>
6 Considera el vector w: | |

\
HEEN

o . - — -
Dibuja en cada uno de estos casos un vector v que sumado con u dé como
-
resultado w:

a) b)

) b W ) W N
il N | = P Y —T|
tr \\V H A A
A v
N AT
by
d R N
u A\\%
N
Vi

S
- R - 2 TZ
7 Los vectore§ a, b y c los he- U1/ </ ) 7
mos obtenido operando con /Q \7 // £
- o o
los vectores X, Y, Z. T TN T T TR =
A= V4 74-X
¢Qué operaciones hemos he-
cho en cada caso? \
\
oo, o > Y / f
b =X + y -7 b. / /
/S /S
> o oo V4 Ak
C=X-y+z >
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PO - e e e e S S S > . > - =
Al dibujar los vectores X + 2y; y+zZ+X; Y—12z; Z—X—- 2y, siendo X, Yy z
los vectores del ejercicio anterior, hemos obtenido:

=
u
s
W —!
- T
e
Asocia cada expresion a su resultado.
T - o o - - o o
u=y+7z+Xx W =7-X-2y t=y—-2z

= . . = . - g -
Expresa el vector Z' como combinacion lineal de X e y. Hazlo después con
-
el vector u.

il
N
<IN\,
U
c
/
/

P B T . . - o
@ Dibuja X, y, Z con el mismo origen. Prolonga los vectores x, y en los dos
. - — —
sentidos. Desde el extremo de =z, traza paralelas a X e )y basta formar un
- .
paralelogramo del que Z sea una diagonal.

7=35X-Yy U=—4X+2y

Con coordenadas, serfa:
Z=aX+ by =a(0,2) + b4, 3) = (—4, 4 — {O“ +db=—4 } -
2a +3b =4

%{ - }%z’=1;_7
2a+3(-1D)=4 - a=7/2 2

T=a(0,2)+ b4 3)=(8 -2 — {0“+4b=8 }

2a + 3b = -2

- {b=2 | oy
2a+3:-2=-2 = a=-4
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Bases y coordenadas

10 A lavista de la figura, dibuja los vectores:

T T T e - =
—u+vV, u-Vv, u+v, —-u—v

<l

— = - =
—u+2v, u-—-2v

- - =2 -
Si tomamos como base (u, V), ¢cuales son las coordenadas de los vectores
que has dibujado?

Unidad 7. Vectores



—U t+
= = =
= =3 = = 5 U = Y. =
101 A% U V. 11 ult+ v
L / L/
0 —77 u
i =
/ ul— 2? /
= =
=Vl -
U+v=(-1,1 U-v=(1,-D U+v=_1,1
W-vV=(1,-D U+ 2v=(1,2) U-2v=(1,-2

11  Expresa grificamente el vector y de la forma: y= mX + nZ.

¢Qué signo tendran m y n? ;Como seran, mayores o meno-

res que 1? X y
m, n>0
' Z
3 m>1, n<l1
</ P
-
yN
LY
1/ 1!
>
) =
VA

o - =2 = . . = . - =g
12 Escribe los vectores u, v, w como combinacion lineal de X e vy.

i

/.
u

<t/
/
s

- - - =
¢Cuiles seran las coordenadas de esos vectores respecto a la base B(X, y)?

U= —l§)+ l?, luego U= (—l, l) respecto de B(Z ?).
2 2 272

- 35 -5 - 3 - >

V= gX +vy, luego v = T 1] respecto de B(X, y).

— 3> - - 3 - -

W= X +vy, luego w = > 1| respecto de B(X, y).

Unidad 7. Vectores o



- xd
13 Escribe las coordenadas de los vectores a, b, ¢, 3, € con respecto a la ba-

se B(J_(>, ?).

=

.

21, -1 b (3, 3) C(2. -3 d 4, -1 S (<4 0)

14 Si las coordenadas de los vectores u y vV son (3,-5) y (2, 1), obtén las
coordenadas de:

a)—21_1>+%7 b)—rf—%? ) %(mv)_%(ﬁ_v)

a)-2(3,-5) + % (=2, 1) = (=6, 10) + (_1, %) = (_7, %)

(3 5y _ D (_ - ( ﬁi)=(__9£)
b-G, -9 -2 2D (3,15>+(5, .

1

> b, siendo a(-1,3) y <(7,-2).

15 Halla el vector b tal que ¢=3a—

(7,-2) = 3(-1,3) - %(bv by - {7 = 3-1/2b, = b, =20 }

2=9-1/2b, — b, =22
R
b (=20, 22)

16 Halla las coordenadas de un vector Vv tal que a=3u-2vV, siendo a(1,-7)

2\ 1=5/2-2v, = v, =3/4
’ 3) 20y = {—7=2—202—> v, =9/2

Unidad 7. Vectores 0



17 Dados los vectores a(3, —2), ﬁ(—l, 2) y <(0, -5), calcula m y n de modo
que: C=ma + nb.

0,5 =m@G3,-2)+n1,2 — {O=3m—n
-5 =2m+ 2n

Resolvemos el sistema:
Despejando en la primera ecuacion 7 = 3m vy sustituyendo en la segunda:

-5 ==2m+06m — =5=4m —>m=% —>n=%

18 Expresa el vector a(1,5) como combinacion lineal de l_)>(3, 2) vy 3(4, —%)

@ Calcula m y n tales que d=mb+nc.

(1,5)=m(3,—2)+n47_l) N {1=3m+4n

2 =-2m-1/2n
Resuelvo el sistema por reducciéon (por ejemplo).

Para ello, multiplico la segunda ecuacion por 8 (en los dos miembros) y sumo
miembro a miembro las dos:

1=3m+4n
40 = -16m — 4n
41 =-13m — m = AL
-13
Sustituyo en una de las dos ecuaciones y despejo #:
1=3m+4n — 1=3(_41)+4n - 1=@+4n ) 45 R
13 13
636
52 13
Asi, podemos decir: 2= —ﬂg— 3—6?
13 13

19  ¢Cuales de los siguientes pares de vectores forman una base?

a)u@3,-1), v(-3, 1)

b) B(2, 6), ?(% 2)

C) l_l>(57 _4)9 7(5, 4)
a) No, pues tienen la misma direccion (U = —v).
b) No, por la misma razén (U = 3V).

©) Si, tienen distinta direccion (U # kv para cualquier k). Basta con representarlos
graficamente para comprobarlo.

Unidad 7. Vectores 0



Producto escalar

20

21

22

23

Dados u(2, 3), v(-3,1) y w(5, 2), calcula:
) (Bu+2V)-w PDU-w-v-w
@ VIW DU

@ a) Halla primero las coordenadas de 3 U+ 20

¢) Efectiia 1 - v. Multiplica el resultado (un nmiimero) por el vector w. Obtendrds un
vector.

En b) obtendrds un niimeroy en d), un vector.

Q)30+ 2V =3(2,3) +2(=3, D = (6,9 + (=6, 2) = (0, 11)
BGU+2V) - w=(0,11-(5,2)=0-5+11-2=0+22 =22

DU-w=(23-(52=10+6=16 }
_)
Vew=(3,1-(5,2=-15+2=-13
S U W-V:w=16-(=13) =16 + 13 =29

DU V=(2,3)-(31D=-6+3=-3
@ V)W =-3(5,2) = (=15, -6)

DV V=(31D-(31D=9+1=10
uW-V)=(2 3) 10 = (20, 30)

Calcula x, de modo que el producto escalar de 5)(3, S)y B)(x, 2) seaigual
a’7.

(3,-5) - (x,2)=7 — 3x—-10=7 —>x=%

Dado el vector 1_1)(—5, k) calcula & de modo que:
a)u sea ortogonal a v(4, -2).

b) El médulo de u sea igual a V34 .

DULV = U V=0 > (5 k-4, -2)=0 > 20-2k=0 — k=-10

DT = V()2 + k2 =25+ k2 =34 — 25+ k2=34 — k2=9 — k=13

Hay, pues, dos soluciones.

Halla las coordenadas de un vector 7(x, ), ortogonal a 1_1>(3, 4) y que mida
el doble que Uu.

-

ULV > U-V=0 - 3x+4y=0

vl =210l - Vx2+92=2V9+16 =2V25 =10 — x2+y2 =100

Unidad 7. Vectores 0
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25

Resolvemos el sistema:

Despejamos x en la primera ecuacion y sustituimos en la segunda:

— _4 \2
=—4y - (—4y) +92=100 — Ey2+y2=100 - 2—5y2=100 — y=26
3 3 9 9
. _ _ 4 _ -
Si y; =06 —>x1—?~6——8—>vl(—8,6) L
\\&
Si y, = -6 —>x2=j'(—6)=8—>72(8, C YN
5 -6) \\</
N
El problema tiene dos posibles soluciones, N
tales que: §
- -
Vl = _VZ ;?\

Dados 5)(2, Dy 3(6, 2), halla un vector v tal que v-a=1 y v.ib.
-2, D=1 - 2x+2y=1

} Resolvemos el sistema:
(x, ) +(6,2)=0 > 6x+2y=0

Multiplicamos los dos miembros de la primera ecuacion por (=1) y sumamos miem-
bro a miembro:

—2x—-2y=-1
6x+2y=0

-1
4 =-1 = —
X - Xx=—

Sustituimos en una ecuacion; por ejemplo en la segunda y despejamos la otra in-
cognita:

_ = - _6_3 -3
6x+2y—0—>6(4)+2y 0 — 2y 3 2—>y 7

P P
Asi, nuestro vector serd: v (Tl’ %)

Siendo 3(5, -b) y 7(u, 2), halla a y b, sabiendo que u y vV son ortogo-
nales y que |‘7|= \/E

Si G)J_? entonces U-+v=0 — B,-b)-(a,2)=0 = 5a-2b=0

si |Vl =\E3, entonces Va2 +22 =113 — a?+4=13

Unidad 7. Vectores Q



Resolvemos el sistema:

a*+4=13 - a=+3

Entonces: Si a=3 — b=

Luego hay dos posibles soluciones: u (5, _—15), V(3,2

O bien: ﬁ)(S, %), V(3,2

26 Halla el angulo que forman los siguientes pares de vectores:

1

DEG,2, VA,-5)  DHG6, 86, 93,6, B3,

a) Utilizamos las dos expresiones para calcular u-v
U-vV=3-1+2(-5=-7

- - - - BN ENER

u-v=lul- 1Vl cos (U, V) = V13 - V26 - cos (u, V)

Igualando las dos expresiones, se tiene:

—7=+13 - V26 ~cos(ﬁ>,7) - cos(ﬁ),%

I
Luego: (U, v) = 112° 22' 48"

=038

_
V1326

b) Despejando directamente en la definicion:
- = 4 - — %/\
m-n=|ml- |70 ~cos (m, n) —
-

%C()s(r?lg)/:\m—.g=4'3+6'(—2)= 0 ~ 0
PR Vs s

A~
de donde: (5, ) = 90° (basta con ver que m-n=0)

R
o) cos (a, ﬁ)/—\ a-b qpo1g 0 372 a2
) - =, = = = = _
G-Il V37372 (372)2 2 2
P

-

Luego: (;, b) = 135°
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27 En una circunferencia de centro O y de radio 2 cm, se inscribe un hexago-
no de vértices A, B, C, D, E, F.
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Calcula los productos:
- > - -
a) OA- OB b) 04 - OC
- o - o
c) AB- ED d) BC- EF
s
- - T S >
a) OA - 0B = 10A4l- |0B| cos (04,0B)

=2

|-

=2-2-cos60°=2"-2"

l\.)l»—\

- o
b)OA-OC=2~2-6051200=2~2-(—

l\)l»—\

— ®
QOAB-ED =2-2-cos0°=2-2-1=4

) OAB es un tridngulo equilitero, luego:
- —
| 4Bl = | 04l =2

%
Razonamos igual para | EDI.

— -
d) BC = —EF (mismo médulo, misma direccion y sentido opuesto)

- =
Luego: BC-EF =2 2 -cos180°=2-2 (-1)=—-4

28 Dado el vector u(6,—-8), determina:
a) Los vectores unitarios (médulo 1) de la misma direccion que u.
b) Los vectores ortogonales a u que tengan el mismo médulo que u.
¢) Los vectores unitarios y ortogonales a u.
Lo . N -
a) Si v tiene la misma direccion que u, entonces:
53
O bien (u, v) =0°

33
O bien (u, v,) = 180°

e En el primer caso, si el dangulo que foman es 0°, entonces:

3-71 =06x—8y= lul - |71| ~cos 0° —

- 6x-8y=10-1-1=10 — 6x—-8y=10

N
e Por otro lado, como |v1| =1 5> Vx2+p2=1 > x2+p?=1
Resolvemos el sistema:

10+8y _ 5+4y
6 3

que, sustituyendo en la segunda ecuacion, queda:

X =
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25 + 162 + 40y 2= 5
9

— 25+ 1692+ 40y +9p2 =9 — 2592+ 40y +16=0
40 £ V1600 - 1600 _ —4
Y 50 5

Calculemos ahora x:
yo 24y _ 5+4- (45
3 3

x2+y?2=1 >

=3
5

.o 3 —4)
Ast: v, =2, =2
S1 Vl (5, 5

P
LSS .
e En el segundo caso, es decir, si (u, v,) = 180°, entonces debe ocurrir que
- .
y v, formen 180°, es decir, que sean opuestos.

5
V2

- (=3 4 )
L : —_ =
uego VZ( 503

HVLU — x, 1) (6,-8)=0 = 6x-8y=0 —>x=87y=%y

=lul > Vx2+32=10 - a2 +»2 =100

%6y2+y2=100 %%y2=100—>y2=56 — y=126

| —|
\
4

2
(gy) +2=100 —

*Si y =06 _>x1=%6=8 %71(8’6)

*Si y,=-6 = x,=-8 = Vv, (-8 -6

C)|7|=1 - \/m=1 %x2+y2=1

ULV — 6x—8y=0—>x=8%=4?y -
%(473/)%()/2:1 - 19—6y2+y2=1 - %y2=l —>y2=% %y=i%

PARA RESOLVER
29 Dados los vectores 2= 20—V y b=-3u+ kv, siendo U = (2, 3) y v=(=3,0),
halla & de modo que (5> +b

b) sea ortogonala ( a— l_)>).
Unidad 7. Vectores 0
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31
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@& Escribe las coordenadas de (d + 17) y (a- b_>).
Si (a+ 3) 1 (a- 3), entonces (d + 3) - (da- ﬁ) = 0. Obtendrds una ecuacion cuya
incognita es k.

7=22,3-(3,0=7,6 }_> {§+§=<l—3k,—3>
b=-3(2,3)+ k(3,0 =(6-3k -9) a—b=(~13+3k 15)
Ahora, como el producto escalar de ambos vectores debe ser 0, por ser ortogonales:
(1 -3k -3)-(13+3k15=0 - (1-3R (13 +3R +(-3)-15=0
13 + 3k — 39k — 9k? — 45 =0 — 9k?+ 36k + 32 =0
36+ V1296 — 1152 36« V144

k= 18 - 18 -
36+ 12  _— —24/18 =-4/3 =R,
T T18 0 T~ -48/18=-8/3 =k,

Halla el _Yalor que debe tener k para que los vectores X=ka+hb e
57 =ka-b sean perpendiculares, siendo a1, -3) y b(2,5).

=

X

N

y

=R, -3+ (2,5 =k+2,3k+5)
=k(1,-3)-(2,5 = (k-2,-3k-5) ¢ Entonces:
Como queremos X1 ? = X- ?= 0

(k+2,3k+5)(k=2,-3k-5)=0
(k+2)(k=2)+(3k+5) (3k-5) =0

29

—— (dos soluciones)
10

B2—4+90k2-25=0 — 10k%2=29 — k=1

Tomando como base B(X, ?), representa los vectores u(1, 1),
=, (1 3
v(1,-2 W(—*9 7). v
a,-2) y wi=5° 5 =
X
b d A 1— N,
DARN ANA e 4
\\
1 g 7 . \ - 4
\\:\&; (3/20y Y
1 ‘"n 4




- - . . = . =2 e
32 Expresa los vectores a, b y ¢ como combinacion lineal de X e vy.

\WAVAVAVA

D

vy
Yy

s
X

N
a

ol
I

l\)ln—\

1- - 2 1> -
X2 b= —xX+2
2 Y 2 y

33 Delos vectores 2 y b sabemos que |2| =3 y |b| =5 y que forman un
angulo de 120°. Calcula |2 — bl.

@ Mira el problema resuelto n® 8.
- - e -2

Como: v-v= IVl IVl cosoe=|V]I®-1=1v
entonces podemos decir que:
- > = 7 7 7
a-a—2a-b+b-b=
PR

>

— -
= 121% =2 |2l Ibl cos @, b + |bl* =

|- bl2=@-1)-G@—b) =

=32—2‘3-5-coleO°+52=9—50-(—%)+25=49

34 silul=3y (W+V)-(W-V)=-11, halla |¥].
& (d+0) (U=-D)=u-1—- v -V==11. Como 4+ 1= ﬁ)|2=9, calcula 7).

v=
- -5 -
Vv

W+V- W=V =u-u- Ial? = |V]* =11

- .
Como |ul = 3, se tiene que:

32_|VP=-11 = [VI*=20 = |v] =20

35 Sabiendoque |u| =3, [Vl =5y uLlV, halla [t+V| y [u-¥]|.
|u+V| —(u+v) (u+V)—3 U+20-V+vev=
)
= [ul?+ [V1?=32+52=34 - |u+V] =34
OULV 5> u-v=0
U-VIP=W-V)-W-V)=u-u-20-v+v-v=

= |ul?+ |7|2=32+52=34 S lu=v] =34

Unidad 7. Vectores 0



36 silul=7, [¥l=5y [0+V] =10, ;qué dngulo forman vy v?

37

38

Razonando como en el problema resuelto nimero 8, llegamos a:

P
|0+ V12 = 1al? + 2 14l V] cos (U, ) + |[V]?

Sustituyendo los valores conocidos:

PSS
102=72+2-7-5-cos (U, V) + 52
P
100 = 49 + 70 cos (U, V) + 25

P S
cos (U, V) = 100‘7# = 037143 — (U, v) = 68° 11' 46,5"

Se sabe que ¢=2a+ 2b y d=52-4b son perpendiculares y que a y b son
unitarios.

¢Cuil es el ingulo que forman 2 y b?

&« Si c-d=0 - (d+2b)-(5d—4b) = 0.

- - - -
Si ¢Lld — c+d=0 — (@+2b)-(5a—4b) =0
- - - -
5-a—4a-b+10b-a—-8b+b=0
— -
Como 2 y b son unitarios — |2l =1=1|bl

51212 +62-b-8bl2=5+6a-b-8=0
PN S S

- _ _ - > > _
Z-b=?3= L 13l bl cos(Zb>=cos(Zb)=71 S @ b) = 120°

Calcula x para que los vectores a(7,1) y l—)>(1, x) formen un dngulo de 45°.
- -
a-b=7+x=lal Ibl cos45° >

7+x=\@~\ll+x2-g -
14+ 2x= V10001 + 20 - HE2 17

10

2
7;x =V1+x2 — —49+3625+14x =1+x? >

49 + x2 + 14x =25+ 25x2 — 24x2—14x-24=0 —

7+\/49+57 _— X, =4/3

2 _ _ = =
12x Tx—-12=0 —> «x R — \xz_—5/4

Unidad 7. Vectores 0



39

40

41

Calcula x paraque a3, x) y l_)>(5, 2) formen un angulo de 60°.
Z-b= | |B>| cos 60°

15+2x=m-@~% — 30 +4x=V29(9 + x2) —

900 + 16x% + 240x = 29(9 + &%) — 13x% + 240x - 639 = 0

_ 240 £+ V57600 + 33228 _ —240 £ V90828 _ 240 * 301,4 _— x; = 2,30
26 26 26 T~ x, = 20,82

Halla las coordenadas de cierto vector X, sabiendo que forma un dngulo de
60° con 3(2, 4) y que los modulos de ambos son iguales.

2l = ~20 = %]

Sea ;(m, n)

— a-x=lal IX] cos 60° —

2m+4n=\%-@'% — 2m + 4n =10

Vm2+ n2 =20 — m?+n?=20

%

Resolvemos el sistema:

m:#:S_ZW

Sustituyendo en la segunda ecuacion:

G=2n)2+n2=20 - 25+4n2-2n+n?=20 > n?—4n+1=0

_4xN16-4 _ 423 n =027
2 2 ~ n, =373

o Si 1, =027 = m =5-2027=446 — X, = (4,46; 0,27)
©Si n,=373 = m,=5-2-373=-246 - X,=(=2,46; 3,73)

Determina un vector a que forme con b(=1,-2) un angulo de 30° y tal que
— Exd
al =3 |bl.

2y = |71 Bl cos 30°
Sea 2(x,y) — B cos 3,

Nx? +y =3 -5
et 8] [

N N
x%+y2=15 x2+yp2=15

Resolvemos el sistema:

Unidad 7. Vectores @
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43

44

Sustituyendo en la segunda ecuacion:

225 65

[ir2 22 #3002 15 o sy w0y 22 -0

202 + 120y + 165 =0 — 4y% + 24y +33=0

yo 242576508 2dxa3 o\
8 8 =2

Ast: ;(ﬁ—\/g,—3+§) o =(75+\/7 _3_£

2

Dados los vectores 1_1>(1, 3) y 7(6, 4), halla la proyeccion de vV sobre u.

s - - —
@ Sabes que u- U= la] - proy. de v sobre u.

u-v=ul - (proy. de V sobre W)
(proy. de V sobre 0) = vV = 6+ 12 _ 18 18V10 = ﬂ
' 5l N0 N 10 5

ol

Dados los vectores a(5 2)y b(4 —3), calcula la proyeccion de a sobre
yla de b sobre 2.

2-b- |2l - (proy. de b sobre )
%

1

Z+b = Ibl - (proy. de T sobre b)

‘b 20-6 14 14729
7l V2o 29 29

proy. de b sobre @' =

— =y

NJ,

o
(@)Y
—

W

proy. de 2 sobre b -

\25 5

N

.
‘b 20—
bl

®l
0¢

Demuestra que el vector (l_)) ) a—( )b b es perpendicular al vector C.

=0.

|
w

@ Debes probar que [( b-d-(d- ) b]-
Hay que probar que el producto escalar de ambos vectores es igual a 0.
e Veamos primero cudles son las coordenadas del primer vector:
(b- T @D b= b, + by (ay, a,) —(ayc, + ax,) (by, b)) =
= ((blcl + bycy) ay, (bycy + bycy) “2) - ((“161 +a,¢y) by, (aycy + ayc,) bz) =
= (a,byc, + a,bycy, aybic + aybycy) — (arbicy + aybicy, abyey + aybyc,) =
= (a,b,¢) + a,byc, — abic, — ayb,c,, a,b ¢, + a,b,c, — a,byey — a,byc,) =

= (a,byc, — a,by¢,, aybyc) — a,bycy)

Unidad 7. Vectores 0



e Calculamos ahora:
[(b-o7-@ b ¢-
= (a,b,c, — a,b,c,, a,b,c; — a,b,c)) - (¢}, ¢,) =
= (a,byc, — a,byc)) ¢ + (aybyc) — aybye)) ¢, =

= a,b,c,c, — a,b,c,c, + a,b,c,c, —aby,c,c, =0

CUESTIONES TEORICAS

45

Indica si el resultado de las siguientes operaciones es un nimero o un vector:

a)2a-b b)(2-B) T

) (32-2b)-¢ A (a+B)-(A-b)
a) Numero b) Vector

¢©) Numero d) Nimero

Pagina 187

46

47

Si B(a, l_;) es una base de los vectores del plano, sefiala cuales de los si-
guientes pares de vectores pueden ser otra base:

a) (33, -2b) b) (-a-b,a+b)
) (a-b,a+b) d)(a-b,b-2)

p . . . - = . . - . g
a) Si, pues no tienen la misma direccion, ya que 3a tiene la direccion de a y -2b

- N
tiene la direccion de b (que, por ser B(a, b) base, no es la misma).

-> 7 > . . . 2
b) No, pues —a — b =-1(a + b), luego los dos vectores tienen la misma direccién
(y sentidos opuestos).

©) Si, pues tienen distinta direccion.

- 77 - o
d) No, pues tienen la misma direccion al ser a — b =-1(b — a).

> - . L. .

v ulos. u -
Sean a b dos vectores no nulos. Indica qué angulo forman en los si
guientes casos:

a)a-b=1al bl p)a-b=0
o)a-b=-|2l |bl da-b=05l2l bl

Unidad 7. Vectores Q



P
a)cos(ﬁ)=l - (;, l_)))=0°
S oS
bDHalb — (@ b)=90°
/\ PN

>
C) cos (a b) =-1 — (a, b) =180°
P P

d)cos (@ b) =05 — (@ b) = 60°

48 Es cierto que a-u=a-v=2a-w? Justifica la respuesta.

o a-u=lal- proy. de U sobre d. Observa las Pproyecciones
- = — -

de u,v y w sobre a.

- - -

a-u=lal- - (proy. de u U sobre 2)

- - —

a-v=1al - (proy. de v V sobre 2)

- - -] - -

a-w=lal- (proy. de w sobre a)

. - - — - .
Como las proyecciones de u, de v yde w sobre a son iguales, entonces se ve-

rifica que:
- -
a-u=

B
<l

- >
a--w

49 Busca un contraejemplo para demostrar que si a - b=2-

- -
¢, no se deduce que b = c.

Fl]aﬂdOﬂOS en el eerc1c1o 2.1’11:61'101‘ pOdeOS encontrar

facilmente un ejemplo en el que b # C siendo:

- 7 5 o
a*b=a-c

- -

a-b=lal - proy. de bsobre a
e - -
a-c=lal - proy. de ¢ sobre a

. . -
Como ambas proyecciones coinciden: a - b =

=]

. PR
Y, sin embargo: b # ¢

50 Prueba que si alb y a1 ¢, entonces: E)L(ml_)>+ nc), m,
ne R.

- P -
Hay que probar que a - (mb + nc) = 0. Veamos:
— () —
@+ (mb +nc) =m@-b)+n@- )
© propiedades 6 y 7 del producto escalar. -
ropiedades 6y 7 del producto escalar S Db D =m0+ n-0
- —
Como: alb — a-

b
-, - - -
alc > a-c

Unidad 7. Vectores



51 Prueba que si alb y 21(b+7) » aALC.
- -
Si alb > a-b=0 I oo
NN oo s —>a-c=0 > alc
Si al(b+c) »>a-(b+c)=a-b+a-c=0
52 Justifica por qué |a-b| <|2lIb].
@ Ten en cuenta que —1 < cos o.< 1.
- - - - - -
251 =131 15] cos @ | = 131 1Bl leos @ I <131 [b]

53

) Como para cualquier dngulo o se da que -1<cosa <1 — [cos ol < 1.

Comprueba que el médulo de la suma de dos vectores es menor o igual que
la suma de los médulos de dichos vectores.

¢Como tienen que ser los vectores para que el médulo de su suma sea igual a
la suma de sus moédulos?

|2+ bl2=@+b)-(@+b)=a-a+b-b+2

- - - ()
=212+ [bl*+2]2] bl cos @ b) < |2]?
-
= (11 + Ibl)?

®_1<cosa<1

R
12+ 2]al Ibl =

+
ol

Hemos obtenido, por tanto, que:
12+ 012< (131 + DI
Entonces, puesto que siempre IVl > 0, podemos decir que:
|7+ bl <1al + D]

- -
La igualdad |2+ bl = 2] + Ibl se dari cuando:
oS -

cos(@ b =1 — (@, b)=0°

PARA PROFUNDIZAR

54 Dados los vectores a(2, 6) y 5)(5, 1), calcula:

oo . . . . s o
a) Las coordenadas de un vector unitario de la misma direccion que b.

b) Un vector de la mismzi) direccion que b y cuyo médulo sea igual a la pro-
yeccion de a sobre b. (Vector proyeccion de a sobre b).
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a) Habra dos soluciones (7 y —7)

.o . -
e Si Vv es vector unitario — |V| =1

N — N -
¢ Si v es de la misma direccion que b — v = kb = (k5, k)
N25k2+ k2 =1 = k=% L. 26
26 26
Luego las soluciones son:
S ( 526 \/26) > (—5V26 V26
vel—— —| v v=|—7— —+
26 26 26 26

b) proy. de ?sobreg= b _10+6 = 16 = 16726 = 826
prov T N6 N2 2 13
bucgo, 171 - 328 5V 5

2 = = R
— 26k 13 — k== 13

S o>

y Vv =kb=(k k)

p —>(4O 8) —>(—40 —8)
Ast: v|—, —=|, —-Vv|—, —
137 13 13 " 13

55 Dados a(1, 2) y l_)>(3, 5), expresa el vector b como suma de dos vectores:
uno de la misma direccién que a y otro ortogonal a 2.

b=X+ 7, donde:
o X tenga la direccion de a > x=ka= (k, 2k) -
eyla 5 y-a=(mm-(1,2)=0 - m+2n=0

S b=X+Y > (3,5 =k 2k) + (m, n)
Ademas, debe ocurrir: m + 2n =0

{3=/e+m > m=3-k
%

} - B-R+26-2=0 =
S5=2k+n — n=5=2k

m+2n=0

m=3_£=£

13 >0

= 3-k+10-4k=0 - k=" >

5 13-l

. 5 5
Por tanto, b=;+7, donde:

S IR

Unidad 7. Vectores e



56 Sean a y b los vectores que definen los lados de un rombo, partiendo de
uno de sus vértices (cada vector define un par de lados paralelos):

a) Expresa las diagonales del rombo en funcién de 2 y b.

b) Demuestra vectorialmente que las diagonales del rombo son perpendicu-

lares.
- 5 o
a) B AC=a+Db
- o S =
N — BD=b-a=-a+b
a b
A C
B a

- -
b) Hay que probar que AC - BD = 0. Veamoslo:

- = - — - - —
AC-BD=@+bB) -(b-a)=b-b-a-a=Ipl* = |7
N
Como bl = 131 por ser la medida de los lados, se cumple que:

- -
AC+-BD =0

57 Sean Ay b do_s) vectores y sea OC la proyeccion de a sobre b y OD la
proyecciéon de b sobre a.

al
/

o ' B

Comprueba, por semejanza de triangulos, que se verifica |bl-oc=12!-ob.

Los tridngulos OCA y ODB son semejantes (por ser tridngulos rectangulos con un
angulo en comun). Luego se verifica:

- 0C=|al - oD

Es decir:

|B)| - (proy. de a’sobre B) = |al - (proy. de b sobre 2)
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58

Calcula la medida de los angulos del triangulo B c
MPC.
— 7M< I I
@& Las coordenadas de MC son (4, 2). P
Escribe las coordenadas de AB y balla CMD. y
RN A% D
Halla el dngulo MCA con CM y CA.
A~ B @

e U - >

e CMP = CMD = (MC, MD) M
P

— - NV

MC (4, 2) ViES D

%

MD (4, -2)

-
ap - 21D -4 _o6
— cos = = =
> > ’
el Wbl V20320
A~
Luego: CMP = 53° 7' 48 37"
A~

A~ =
® MCP = MCA = (CM, CA)

%

CM (=4, -2) -

%

CA (-4, —4)

- -
jiop - A 1648 04868
— cos = = =
> = ’
aml 1Al 20 - V32
A~

Luego: MCP = 18° 26' 5,82"

A~ A~
e Por ultimo, MPC = 180° — (CMP + MCP) = 108° 26' 5,81"

PARA PENSAR UN POCO MAS

59 a) Comprueba que los puntos medios de los lados del cuadrilatero de vérti-

ces A(-2, 5), B(4, 11), C(10, 1), D(0, —-1) son los vértices de un paralelo-
gramo.

(jRecuerda! Una condicion que caracteriza a los paralelogramos es que
sus lados opuestos son iguales y paralelos).

b) Demuestra que los puntos medios de los lados de un cuadrilitero cual-
quiera son los vértices de un paralelogramo.

@& Llama A(a, a"), B(b, b"), C(c, ¢'), D(d, d") a los vértices del cuadrildtero inicial,

balla sus puntos medios P, Q, R, S, y comprueba, vectorialmente, que se cumple el
criterio dado en el apartado a).
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a) Y
5
N
A\
LN
II \
\\E \
¥ N
\ ] - LT | 9 X
L —T R
\D

Sean P, O, R y S los puntos medios de los lados del cuadrilatero, como se in-
dica en la figura.

— 1 =2 1 1

PQ=?AB+?B =?(6 6)+—(6 -10) =3, 3) + (3, -5) = (6, -2)
- 1 2 1 = 1 1 _ _

SR = ?AD ?DC— ?(2, -6) + ?(107 2)=(1,-3)+6,1D=(6,-2)

- >
Luego: PQ = SR (misma direccién, mismo modulo)

Por tanto, los lados PQ y SR son iguales y paralelos.

| 12 1
-SP—EDA+7AB 7(26)+—(6 60)=(-1,3+3,3=02,0

=%(10 2)+%(6 100=G5, 1D+ (3,5 = (2, 6)

- - .
Asi, SP = RQ = los lados opuestos SP y RQ son iguales y paralelos.
e Podemos concluir, por tanto, que PQORS es un paralelogramo.

b) Probaremos que la propiedad del apartado anterior se verifica para cualquier
cuadrilatero de vértices A(a, a), B(b, b), C(c, ¢), D, d").
Supongamos P, Q, R y § los puntos medios de los lados (como antes). Entonces:

— 1 2.1 72 1
e PQ=—AB+ = BC= ?(b ab’—a’)+—(c—b c'=b)=

2 2
=(b—a LC=b b-a | c’—b’)=(c—a c’—a’)
2 2 7 2 2 2 7 2
_)_ 1 =2 1 _>_ 1 , 1 , _
SR=2ab+2pc=Lt—aa-ar+Lc—ac—-ay-
2 2 2 2
=(d—0l+c—d d—a' c’—d’)=(c—a c’—a’)
2 2 7 2 2 2 7 2

- >
Luego: PQ = SR
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¢ Anidlogamente, se puede probar SP = RQ.

Veamos, sin embargo, otra forma de hacerlo sin necesidad de usar las coorde-

nadas:
— 1 = 1 =2 1 = —> 1 =2
SP=—DA+ —AB= — (DA + AB) = =— DB
2 2 2 2 - =
— SP = RQ
—> 1 = 1 = 1 = 1 =
RQ=?DC+?CB ?(DC+ CB)=? DB

e Podemos concluir, por tanto, que PQRS es un paralelogramo.
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