I‘\ Complejos 12 Bachillerato
Departamento de Matematicas

), Numeros Complejos i
Ecuaciones
1. Resolver las siguientes ecuaciones y determinar en qué campo numeérico tienen solucion:
a) X2+4=0; b) x%-9=0; C) x*+1=0. Sol: @) T 2i:b) +3;¢) ti
2. Resolver las ecuaciones: a) x*-2x+5=0; b) x*-6x+13=0; ¢) X*-4x+5=0. sol: a) 1+ 2i; b) 3+ 2i;c) 2 £ i
3. Encontrar los puntos de interseccién de la circunferencia x*+y*=2 y la recta y=x. ¢,Son
soluciones reales o imaginarias?. Sol: reales: (1,1), (-1,-1)
4. Encontrar los puntos de interseccién de la circunferencia x’+y?=1y la recta y=x-3. ¢ Son
soluciones reales o imaginarias?. Sol: imaginarias x=3/2 + (/7 /2)i
5. ¢A qué campo numérico pertenecen las soluciones de estas ecuaciones?.
a) x*-3x+2=0 b) x?-2x+2=0 c) 2x-7x+3=0 d) (x%/2)+8=0.
Sol: a) Real, x=2, x=1; b) Imaginaria x=1 + i; ¢) Real, x=1/2, x=3; d) Imaginaria, x= = 4
6. Calcular los puntos de interseccion de la elipse (x?/4)+(y*/9)=1 con la recta x=5. so:  9/4i
7. Resolver las ecuaciones siguientes indicando el campo numérico al que pertenecen las
soluciones: a) x*-4=0 b) x>-5=0; c) x*+1=0. Soba) £2;b) £ 5c) £i
8. Resolver las ecuaciones: a) x*-10x+29=0 b) x*-6x+10=0 c) X*-4x+13=0.
Sol: @) 5% 2i; b) 3t i;c) 2 £ 3i
9. Representar graficamente las raices de las ecuaciones:
a) X?+4=0 b) X?+1=0; C) x2-9=0 d) x?+9=0. Sol:a) T 2i:b) ti:c) £3:d) L3
10. Escribir una ecuacién de segundo grado cuyas raices sean 2+2i y 2-2i.
(Recuerda: x1+x2=(-b/a); x1.x2=(c/a). Sol: x*-4x+8=0
11. Resolver la ecuacién x*+27=0. Representa graficamente todas sus soluciones.
Sol: x=31500, X=3300°, X=360°
12. Resolver la ecuacién de segundo grado x*-2x+17=0. Tiene dos raices complejas. ¢ C6mo son
entre si?. ¢, Se puede generalizar el resultado?. Sol: a) 1 & 4i; b) conjugadas; c) si
13. Resolver las ecuaciones: a) x>-8=0; b) x°-32=0; c) x*-81=0; d) x>-1=0.
Sol: @) Xx=2120« k=0,1,2; b) x=2720« k=0,1,2,3,4; c) x= 3 x=%3i d) x=1, x=11200, X=12400
14. Resolver la ecuacién x*-4x+5=0 y comprueba que, en efecto, las raices obtenidas verifican
dicha ecuacion. Sol:a) 2% i
15. Resolver las ecuaciones x®+64=0 y x*+81=0. Sol: 8) X=200ess0% k=0,1,2,3,4,5; b) X=3asos00n k=0,1,2,3
16. Escribir una ecuacién de raices 1+3i, 1-3i. Sol: ¥-2x+10=0
17. Probar que 3+i y 3-i son raices de la ecuacién x*-6x+10. Sol: [x-(3+)][x-(3-)]=-6x+10
18. Resolver la ecuacion: a) x*+1=-35. Solx= 3 £ Biix=+3 £ {31

Potencias, raices, mixtos

i1

BN U1 D

Calcular las potencias: a) (2-3i)°; b) (3+i)?; ¢) iZ; d) (2+2i)*. Sol: a) -46-9i; b) 8+6i; c) -; d) -64
Calcular: a) i*’; b) i*% ¢) i’; d) i*?%; e) i®; f) i*°. Sol: a) -i; b) 1; ¢) -i; d) 1; €) i; f) i
Sabemos que z1=3-2i, que z2=4-3i y que z3=-3i. Calcular:

a) z1+2z2-z3  b) z1(z2+z3) C) z2 d) 2z1-z2+zs. Sol: a) 11-5i; b) -26i; ¢) 7-24i; d) 2-4i
Calcular: a) (1+2i)*; b) (-3-i)* c) (1-3i)>. Sol: a) -11-2i; b) 28+96i; c) -8-6i
Calcular: a) i?%; b) i**% c) i*%; d) it*?, Sol: &) -1; b) 1; ¢) -1; ) i
Calcular: @) (1+i)% b) (1-)% ) (-1+i)*; d) (-1-i)°. Sol: a) 2+2i; b) -2-2i; ¢) 2+2i; d) 2-2i
Calcular: a) 1/ b) 1/i* c)it d) i Sol: a) i; b) 1; ¢) -i; d) -1
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Dados los complejos: z1=34s°; z2=230° y z3=-2i. Calcular:

a) 7173 b) z1 / (z2)* c) (z2)4[z2(z3)). Sol: @) 6315+, b) (3/4).15: ©) (9/16)sscs
Calcular, expresando el resultado en forma polar:
a) (1+i)° b) [(-1/2)+( /2 12)i]® c) (1-)*.

Sol: @) 827005 b) 12400} C) 41500
Calcular las potencias: a) [2(cos45%+isend5%)]*  b) (/2 30)® ) [ 4/3 (cos10°+isen10°)®.
Sol: a) 16130*:; b) 813()0:-8; C) gsou
Calcular las raices quintas de la unidad. Hacerlo expresando 1 como complejo en forma polar.

Sol: 1o, 1720; 1144°; 1216°; 1288

Calcular: a) \/: ; b)s'\l I+i;c) ~N-16 Sol: @) Luass Lassi b) §2150 . 321350 ; Y2 2550 1€) oo, 4270

1-i
Calcular s Sol: 1/§/2 50,1000 k=0,1,2
V1-43i

Calcular las raices siguientes y representar graficamente las soluciones: a) v-4 ; b) ¥/-27;
1+1 -27

C) 3 ] d) 3 . Sol: @) 2900, 227005 D) 3600, 31800, 3300°; €) L300, L1s0e, 127005 d) 3300, 1500, 32700
1-i i

Calcular las raices: a) ,/4(cos60°+isen60°); b) 3/27(cos180°+isen180°); c) 4/81(cos120°+isen120);

d) G\/T Sol: a) 2300, 2210°; b) 3600, 31800, 3300°; C) sa0o+00k  k=0,1,2,3; d) 11504600k k=0,1,2,3,4,5

¢,De qué numero es (2+3i) raiz cubica?. Sol: -46+9i

a) Operar la expresion (1+3i)%(3-4i)

b) calcular las raices cubicas del resultado. Sol: a) 50i; b) /50 soesro0n k=0,1,2

Calcular el valor de (i*-i°)/8i y encontrar sus raices ctbicas. Sol: (1/2)10s+120 k=0,1,2

Calcular: @) (1+)% b) (-1+i)% c) (1+ +/31i)? d) (-2-2i)*. Sol: a) 165; b) 8so; ) 10320; d) 64150

Calcular (i*+i%)/ /2 i. Escribir el resultado en forma polar. Sol: Loss

a) Si una raiz cubica de un numero es 2i, calcular las otras dos raices y ese numero.

b) Calcular (cos10°+isen10°)® S01:2) 22100 25307, -Bi=8701 ; b) Leos

Hallar las raices cubicas de los complejos: a) 2+2i; b) 1+ J3; C) -2+2 V3i.
Sol: a) \/5150, \/5135‘% \/5255"; b) Q/EZOWIZODk k=0,1,2,3,4,5; c) %/540°+120°k k=0,1,2

/ 8
C&lCUlar Z:3 N Sol: \/515D+120uk k=0,1,2
2-2i
Hallar las raices cubicas de a) -1 y b) -i. Sol: a) Leoe, Lugoer Laoos; b) Looe, Lo100y Laace
y 3+3i
Calcular las tres raices de 3 353 en foma polar: Sol: Looe; L1os; Lasoe
-3+3i
a) Calcular: i**, i'8, i

b) Si z1 = 2-2i; z2 = 1+3i; y zs = 2i. Hallar: 2z1 - z2 + 2z3; 71 . (22 - Z3); (z1)°.
c) Hallar: (1+2i)°

d) Hallar x para que se verifique que (x-i)/(2+i) = 1-i. Sol: a) -1, -1, i; b) 3-3i, 4, -8i; ¢) -11-2i; d) x=3
Calcular ¥/-27i. Sol: 300, 32100, 3200
Calcular las siguientes potencias: a) [2(cos25+isen25)]. b) (J§ 300)%. Sol: a) 16100e; b) 810400
Hallar el médulo de: 5.(i%+i)/(i%-3i). Sol: 2=-1-2i; [2]= V5
Calcular (-2+2i)* Sol: 8%5.r = 82
Calcular el valor de (i*-i®)/(2i) y hallar sus raices cubicas. SOl 8) -1; b) Leos Lison Laooe
a) Calcular el valor de la fraccion (z2°+z)/(z°+2) para z=1+i

b) Dar el valor de la misma fraccién para z =1-i. Sol:

a) 1/2+i; b) 1/2-i
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. Calcular sin desarrollar los binomios y expresar el resultado en forma binémica:

a) (1+)* b) (1+ \/§|)6 Sol: @) 4yer=-4; b) 640=64
Hallar el conjugado del opuesto de a) (1-2i)3; b) 25/(3+4i); c) ((2+i)/(1-2i))%. sol: a) 11+2i; b) -3-4i; ¢) 1
Calcular el valor de (z*+z-1)/(z>-2z) para z=1+i. Sol: 372

Hallar: a) (1+)%, b) (2+/3 -2i)*, c) (-+/3-i)*? y expresar el resultado en forma polar y bindmica.
Sol: a) 210180“ = -210; b) 430180" = -430; C) 2120u = 4096

Hallar z=(cos20°+isen20°)*°, w=(cos50°-isen50°)* y expresar el resultado en forma binémica.

Hallar Z-l Yy el conjugado de w. Sol: z=(c0s200°+isen200°); w=(cos300°+i sen300°)=1/2- V3120 7211600, W =1/2+ 3 121

2+2i)4

Sol: 13600 =1

2-2i
Hallar las raices quintas de: a) 1, b) -1, ¢) 1/32, d) 243i, e) -32i, f) NEES)

Sol: &) Looszzok; b) Lagoszzon; €) (1/2)00s720k; 0) S1g0+7206; €) 23604720k T) §/2 govrook ... k=0,1,2,3,4

Hallar el médulo y el argumento de (

40. Hallar la raiz cuadrada de los complejos: a) 5+12i y b) 1/(3+4i.) sol: a) 3+2i; -3-2i; b) 2/5-1/5i; -2/5+1/5i
9 7
41. Calcular y representar los afijos de las raices cubicas de 2 ;' . Expresar el resultado en
forma binémica. Sol: 1, -1/2+ /3 /21, -1/2- /3 /2 i
Incognitas reales o complejas
1. ¢Cuanto debe valer x para que el nimero (1+xi)? sea imaginario puro?. So:x=*t1
2. Calcular los numeros x e y para que se verifique la igualdad: (3+xi)+(y+3i)=5+2i. sol: x=-1; y=2
3. Determinar el valor de x para que se verifique la igualdad: (x-i)/(1-)=(2+i). Sol: x=3
4. Calcular los numeros reales x e y para que se verifique (-4+xi)/(2-3i)=(y-2i). Sol: x=-7; y=1
5. Determinar x para que el producto (3+2i)(6+xi) sea: a) un nimero real
b) un ndmero imaginario puro. Sol: a) x=-4; b) x=9
. , X+21 .
6. Determinar los nUmeros reales x e y para que se cumpla: —+vyi=1. Sol:x=4; y=3
7. Calcular a para que el complejo z = (4+ai)/(1-i) sea: a) Imaginario puro. b) Real. sol: a) a=4; b) a=-4
8. Hallar el modulo y el argumento del nimero complejo: z=(x+i)/(x-i), X perteneciente a R.sol: z|=1
9. Determinar x para que el médulo del complejo z=(x+i)/(1+i) sea /5. So:x=%3
10. Resolver: (4+xi)/(2+i) = y+2i. Sol: x=7, y=3
11. Hallar el valor de x para que la operacion (2-xi)/(1-3i) tenga so6lo parte real, sélo parte
imaginaria y para que su representacion esté en la bisectriz del primer y tercer cuadrante, es
decir, la parte real e imaginaria sean iguales. Sol: x=6, x=-2/3, x=1
12. Hallar x para que el numero (3-xi)(2+i) esté representado en la bisectriz del primer y tercer
cuadrante. Sol: x=-1
13. Hallar x e y para que se cumpla: a) (x-i).(y+2i)=4x+i; b) (-4+xi)/(2+2i) = y+3i.
Sol: a) x=2, y=3; b) x=8, y=1
14. Hallar x, para que la expresion: z = (4+xi)/(2+i) sea: a) real, b) imaginario puro. sol: a) x=2; b) x=-8
15. Hallar k, para que |z-2| = 3, siendo z=k+3i. Sol: k=2
16. Determinar el valor real de x de modo que el afijo del producto de los nimeros complejos 3+xi
y 4+2i sea un punto de la bisectriz del primer cuadrante. Sol: x=1
(L-i)x+iy=0
17 Sol: x=1+i; y=2i

. Resolver el siguiente sistema: {

(2+i)x+2y=1+7i
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Resolver las ecuaciones siguientes en el campo complejo. En todos los casos z es un nimero

complejo; despejar y calcular su valor: a) (2-2i)z=10-2i; b) %:Z-i;
+i
C) z -+ 22 +§I =2+2i d) i+ 22 __ZI =3-2i Sol: @) 3+2i; b) 7-i; ¢) 4-3i; d) 1-2i
3+4i 1-2i -z 1-i
Despejar z y calcular su valor en las ecuaciones siguientes: a) [z/(1+i)]+(2-3i)=(4-4i);
b) (3+i)/z=(1+2i); c) (2+2i)z=(10+2i). Sol: a) 3+i; b) 1-i; c) 3-2i
Resolver los sistemas de ecuaciones siguientes, en los que a 'y  son niumeros complejos:
) ai+(2+1)f=-3+T7i b) a(l+i)+(@+i)B =5+5i
(2-i)a+(2+i)B=5+3i 2+i)a+if=2+2i
1+i 2+1)B=9+2i
C) ( " )Ot +( " )ﬁ e Sol: a) a =3+i; B =2i; b) a =1-i; B =3+i; c) a =3-i; B =2-i
200 -1 =5-4i
Calcular z en las ecuaciones siguientes: a) 22_ +1-i=2+i;Db) 2i+? =3-2i
- 2i +i 2-i

Sol: a) 5;b) 7/2-2i

; , . 2+iX+1+1)y=2+3i
Resolver el sistema (x e y son nimeros complejos): {( N

(2 _ I)X _ Iy ~0 Sol: x=i; y=2-i
Hallar el nUmero complejo z que cumpla: [z/(2-1)]+[(2z-5)/(2-i)]=1+2i. Sol: z=3+i
Hallar z tal que z° sea igual al conjugado de z. Sol: z=i, z=1, z=-1, z=0
Resolver la ecuacion (1-i)z%-7=i. Sol: 22241y 7=-2-

Problemas y método de Moivre

1.

110).

11,

Si el producto de dos nimeros complejos es -18 y dividiendo uno de ellos entre el otro,

obtenemos de resultado 2i. ¢ Cuanto valen el modulo y el argumento de cada uno?.
Sol: 345ﬂ Yy 61350

El cociente de dos nimeros complejos es 1/2 y el dividendo es el cuadrado del divisor.
Calcular sus médulos y sus argumentos. Sol: (1/2)oe; (1/4)oe

Aplicar un giro de 90° sobre el punto A(3,1). Determinar, utilizando el calculo de nUmeros
complejos, las coordenadas del punto que obtienes. Sol: a) (-1,3)
La suma de dos numeros complejos conjugados es 6 y la suma de sus modulos 10. ¢ De qué
nameros complejos se trata?. Sol: (3+4i), (3-4i)
La resta de dos numeros complejos es 2+6i, y el cuadrado del segundo dividido por el primero
es 2. Hallarlos. Sol: 4+2i, 6+8i; 4i, -2-2i
Hallar dos numeros complejos sabiendo que: su diferencia es real, su suma tiene de parte
real 8 y su producto vale 11-16i. Sol: (3-2i); 2i

El producto de dos nimeros complejos es -27. Hallarlos sabiendo que uno de ellos es el
cuadrado del otro. Sol: 3egr, 9120
La suma de dos numeros complejos es -5+5i; la parte real de uno de ellos es 1. Determinar
dichos numeros sabiendo que su cociente es imaginario puro. Sol: (1+3i) y (-6+2i) 6 (1+2i) y (-6+3i)
La suma de dos complejos es 5-i y su producto es 8+i. Hallar los niUmeros. Sol: 3-2i, 2+i
La suma de dos complejos conjugados es 8 y la suma de sus mddulos 10 ¢, Cuales son los
ndmeros complejos?. Sol: (4+3i), (4-3i)

El producto de dos niumeros complejos es -2 y el cubo de unos de ellos dividido por el otro es
1/2. Calcular médulos y argumentos. Sol: Lase, 21350 Liase, 2450 Loose, 2a150; Latse, 22060
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12. Hallar z tal que: a) el conjugado de z sea igual a -z. b) el conjugado de z seaigual a z*. ¢) la

suma del conjugado de z mas z sea igual a 2. d) z menos el conjugado de z sea igual a 2i.
Sol: a) z=ki; b) a+bi/a’+b’=1; c) 1+ki; d) k+i

13. El complejo de argumento 70° y modulo 8 es el producto de dos complejos, uno de ellos tiene
de argumento 40° y modulo 2. Escribir en forma binGmica el otro complejo.  sol: 8y =4 43 +4i

14. Determinar el nimero complejo sabiendo que si después de multiplicarlo por (1-i) se le suma
al resultado (-3+5i) y se divide lo obtenido por 2+3i se vuelve al complejo de partida. Sol: 1+

Figuras geométricas

15. Sabiendo que los puntos P, Q y R son los afijos de las raices cubicas de un numero complejo,
siendo las coordenadas polares de P 3see. Hallar las coordenadas polares y cartesianas de Q
y Ry el nimero complejo. Sol: Q=3150=-3 /3 /2+3/2 i; R=3,700: -3i; 27i

16. Hallar las coordenadas de los vértices de un hexagono regular, de centro el origen sabiendo
gue uno de los vértices es el afijo del nUmero complejo 2:2. Sol: 2150, 2210, 2270, 2330, 230

17. Hallar las coordenadas de los vértices de un cuadrado (de centro el origen de coordenadas)
sabiendo que uno de sus vértices es el afijo del nimero complejo 11zo. Sol: Lsge, La10e, Laooe

18. Hallar las coordenadas polares y cartesianas de los vértices de un hexagono regular de radio
3 u, sabiendo que un vértice esta situado en el eje OX. Sol: g0, 3606, 31200, 31800 30400, Ss000

19. Los afijos de las raices de un complejo son vértices de un octdgono regular inscrito en una
circunferencia de radio 2 u; el argumento de una de las raices es 45°. Hallar el nUmero
complejo y las restantes raices. Sol: 256; 245, 200, 2135, 2180, 2225, 2270, 2315, 20

20. Hallar las coordenadas de los vértices de un cuadrado, inscrito en una circunferencia de
centro el origen de coordenadas, sabiendo que uno de los vértices es el afijo del complejo
1+2i. Sol: 2+i, -2+, -1-2i

Método de Moivre

21. Expresa en funcion de cosa y sena Y utilizando la férmula de Moivre:

a)cos2a ysen2a; b) cos 3a ysen 3.

Sol: a) sen2 o =2sen « oS @ ; COS2 a =COS’ & -Sen” o ; b) sen3 o =3cos® & sen « -sen’ & ; cos3 « =cos’ o a -3cos a sen’ a

22. Encuentra las férmulas para calcular sen 4a y cos 4« en funcion de sena y cosca .

Sol: send o =4sen « cos® o -4cos a sen® o ; cos4 a =cos’ « +sen’ a -6cos® a sen” a

23. Hallar sen®5a y cos®5a sabiendo que sen a = 1/2 y a pertenece al primer cuadrante.
Sol: sen’5a=1/8; cos’5a=3/4

24. Si sen x = 1/3 y 0<x<t/2. Hallar sen 6x y cos 6x. Sol: sen6x=460 2 /729; cos6x=-329/729
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