55 EJERCICIOS DE VECTORES

1. a) Representar en el mismo plano los vectores:

a=@31) b=(-15) c=(2,-4) d=(-3-1) i=(1,00 j=(01) e=(3,0) f=(0,-5)

b) Escribir las coordenadas de los vectores fijos de la figura adjunta (puede hacerse en este cuaderno):

2. a) Dibujar dos vectores de origen comun, igual modulo, y que formen un angulo de 135°. Expresarlos
analiticamente.

b) Dibujar dos vectores que tengan el origen comun y los sentidos opuestos. Expresarlos analiticamente.
¢, Qué angulo forman dichos vectores?

3. Dado el paralelogramo de la figural:

a) Indicar, analitica y graficamente, un vector equipolente con(?D ; idem con ATD (puede hacerse en este
cuaderno)

b) Indicar, analitica y graficamente, un vector opuesto a 6D ; idem con AD (puede hacerse en este
cuaderno)

1

Recordar que, por convenio, los vértices de un poligono se designan con letras mayusculas, en orden alfabético (A, B,
C, D...), y en sentido levogiro i.e. antihorario.
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Operaciones con vectores:

4. Dados los vectores libres a y b de la figura, calcular grafica —cada apartado en ejes distintos— y

analiticamente (en funcién de la base ortonormal de V?):

a) a+b

b) a-b 7 Y.
C) 3a \\r\ R h/
d 3a+2b /

e) 2a-3b

5. a) Determinar, analiticamente, si los puntos A(3,1), B(5,2) y C(1,0) estan alineados.
b) idem para A(1,1), B(3,4)y C(4,6) (Nota: un dibujo puede ser Util)

c¢) Hallar k para que los puntos A(1,7), B(-3,4) y C(k,5) estén alineados. (Soluc: Si; NO; k=-5/3)

6. Considerar el segmento de extremos A(-2,1) y B(5,4). Hallar:
a) El punto medio M [Sol: M(3/2,5/2)]
b) Los dos puntos P y Q que lo dividen en tres partes iguales. [Soluc: P(1/3,2)y Q(8/3,3)]

7. Hallar las coordenadas del punto P que divide al segmento de extremos A(3,4) y B(0,-2) en dos partes

tales que BP=2PA  [Soluc: P(2,2)]

8. a)De los vectores a y b conocemos |§1| =2, |6| = 5y el angulo que forman, o.=60°. Hallar ‘5+ 5‘ y

|é - 6| (Soluc: v39 yv19 , respectivamente)

L
b) De los vectores a y b conocemos |3 + 5‘ - 5.|b| = +/19 y ab =30°. Hallar |5 | (Soluc: g-¥57)
2

9. Dos fuerzas lflylf2 de intensidades 20 N y 30 N actian sobre el mismo cuerpo y forman entre ellas un

angulo de 60°. Hacer un dibujo. ¢ Cuantos N tiene la resultante R? (Soluc: 43,6 N)

Combinacion lineal de vectores:

10. Expresar é:(Q,S)y b =(-5,7) como combinacion lineal de ;<:(1,3) e 9:(3,—2), analitica vy

graficamente. (Soluc: a=3xt+t2y; b=x-2y

11. Dados los vectores libres de la figura:

a) Razonar que {5, b }constituye una base de V?. C —

b) Obtener ¢ como combinacion lineal de a y b

c) Comprobar graficamente la combinacién lineal -
anterior.
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12. Dados los vectores U =(3,4) y vV =(-2,3) , se pide:
a) Razonar que pueden ser base de V.
b) Obtener analiticamente las coordenadas de w =(-12,1) en la base anterior. (Sol: w=-2 u+3v)

c) Explicar graficamente la situacion.

13. Expresar los vectores a y b de la figura como combinacion linealde x e y :

; L
» i Soluc: a = x-—Yy;
/ TR IEERy

™~ v 5 10

14. Definir base de V%, combinacién lineal y coordenadas de un vector referidas a una base. Explicar estos

conceptos mediante la base formada por {a =(21): v :(_13)} y el vector w =(4,9), analitica y graficamente.

(Soluc: ;/z 3;+2;)

a) ¢Los vectores x e y de la figura pueden ser base de V22
Razonar la respuesta.

b) Expresar g como combinacion lineal de x e y
(Sol: u=3x—2y)

¢) Comprobar gréficamente lo anterior.

16. Expresar el vector w de la figura como combinacion lineal
de u y v , analitica y graficamente (esto ultimo en la propia

figura). (Soluc: ;/ = 2;+ 3;)

Modulo de un vector:

16. a) Calcular el médulo de los siguientes vectores, y dibujarlos (los siete primeros en los mismos ejes):

a=@43), b=@3-4), c=(11), d=(55), e=(-4,-3), f=(60), u=(0,-3)y v= AP
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b) Calcular el valor de m para que el vector u =(%,m) sea unitario. Razonar graficamente por qué se

obtienen dos soluciones. Soluc: m = +£
T2
. - (2
c) Idem para v :[;,mj (Soluc: m = i%)

17.a) Dado u =(6,8) hallar los dos vectores unitarios que tienen la direccién de u Razonar graficamente la
situacion.
b) idem para u = (4,-7)

c) Idem parau = (+/2,-v/2)

18. a) Para cada uno de los siguientes vectores, obtener uno unitario y con la misma direccion:
a=(3-4) b=(11) c=(12,5) d=(6-3)
b) Hallar el vector v de médulo 5 que sea paralelo al a = (36,-27)
19. Dibujar los siguientes pares de puntos y hallar su distancia:
a)P(1,2)yQ(5,-1) b)P(6,3)yQ(-2,-3) ¢) P(2,1)yQ(2,5) d)A(-1,3)yB(5,3)

e)A(5,3)yelorigen f) P(1,5)yQ(5,2) (Soluc:a)5; b)10; c) 4; d)6; e) V34 ; f)5)

Producto escalar:

20. a) Dados u=(5,0)y v =(2,2)se pide: i) Dibujarlos ii) Calcular su producto escalar de dos formas posibles, y
comprobar que coincide el resultado.

b) idem con u=@,1) y v=(200
c) idem con u=(2,1) y v=(-2,4) 5

O 60°
21. a) Dada la figura adjunta, hallar OA - OB aplicando la definicion de producto escalar.

(Soluc: -2) 0 500

b) Hallar las coordenadas de Ay B (no valen decimales).

c) Hallar OA - OB mediante la expresién analitica del producto escalar, y comprobar
gue se obtiene lo mismo que en el apartado a.

22. a) Considerar el hexagono regular de la figura derecha, de lado 2. Hallar u - v de dos
formas. (Soluc: 2)

< |
i

b)Hallar a-b en la figura izquierda, analitcamente.

Hallar también analiticamente el angulo que forman los
a dos vectores.
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23. Dados a = (-3,1), b =(2,3), ¢ =(1,0) y d = (5,-2), calcular:

. L2 e
a)al g) a ) b(d@)
b) bla h 2(d E:) m) alt-aldl de dos formas

- - . - - N - 2
c)dla ) ale n) [a+b} dedosformas
d)ble j)(é+6 -d dedosformas R

o 0) (a+bj-(a— bj de dos formas
e)bld b

k)(b[d:l a

f) cld

(Sol: a) -3; b)-3; ¢) -17; d) 2; e) 4; f)5; g) 10; h) 10; i) -3; j) -13; k) (-12,4); 1) (-34, -51); m) 14; n) 17; o) -3)

24. TEORIA: Indicar, razonadamente , si el resultado de las siguientes operaciones es un escalar o un vector:

a) [56](66@ b) 5(6+6—&] C) 5[66]8 (Soluc: escalar, en los tres casos)

25. Un tridngulo ABC es tal que \AHB\ =5, \B?:\ =7y é =120° . Calcular BA [BC y su superficie.

26. Sea un tridngulo equilatero ABC de lado 6. Hallar:

a)ABIAC b)CACB Cc)BACB d)ABICB €)ACIBA f)AACAC

(Aviso: Para considerar el producto escalar graficamente, previamente los dos vectores han de tener
origen comun, para lo cual en ciertos casos habra que trasladar uno de ellos).

(Soluc: a) 18; b) 18; c) -18; d) 18; e) -18; f) 0)
v C

27. En el paralelogramo de la figura, hallar ABCAD y ABCAC 2
(Soluc: 5v3; 16,34) A 150°

5 B

28. Hallar x de modo que el producto escalar de los vectores é:(3,—5) y B:(X,Z)sea iguala 8  (Soluc: x=6)

29. Hallar las componentes de un vector U cuyo mddulo es 2v17 y que es ortogonal al vector v =(4,1).

Hacer un dibujo explicativo de la situacion. (' soluc:u:=(2,-8) y u: =(-2,8))

30. Hallar las componentes de un vector cuyo producto escalar por si mismo es 20 y cuyo producto escalar
por el vector (3,2) es 2. (Soluc: (38/13,-44/13) y (-2,4))

* 31. Resolver el problema 8 analiticamente, y comprobar que se obtiene el mismo resultado.

32. Considerar los puntos A(1,2) y B(4,6). Hallar el punto C(x,y) tal que el segmento AB sea L al

segmento AC y de la misma longitud. Hallar el &rea del triAngulo ABC .

Texto bajo licencia Creative Commons: se permite su utilizacién didactica asi como su reproduccion impresa o digital
siempre y cuando se respete la mencion de su autoria, y sea sin &nimo de lucro. En otros casos se requiere el permiso
del autor (alfonsogonzalopez@yahoo.es) 74




Matematicas | VECTORES
ALFONSO GONZALEZ
|.LE.S. FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS

Anqgulo de dos vectores:

33. Calcular el angulo formado por los siguientes pares de vectores, y dibujarlos (cada apartado en diferentes

ejes):

a)u=(21)yv =(L3) (Soluc: 45%) | €) x =(~512) y y =(8,~6) (Sol: [7149° 29")
b) u=(3,1) yv =(13) (Soluc:30°) | N u=(21)yv =(93) (Soluc: 135°)
0)a=@3V2n6)y b=(-3v26) (Soluc:1209) | @) U =(43) y v =(L7) (Soluc: 45°)

d) u=(41)y v=(-28) (Soluc: 90°)

34. Dados los vectores u =(3,-4) y v =(5,6), calcular:

35.

36.

a) El angulo que forman. (Soluc: /7103°19’)
b) Un vector en la direccion y sentido de u gue sea unitario. (Soluc: (3/5,-4/5))
c) Un vector en la direccién y sentido de y de médulo 15. (Soluc: (9,-12))

d)¢Sonu y v ortogonales? En caso contrario, buscar un vector cualquiera ortogonal a u

¢ Qué angulo forman los vectores unitarios a y b en los siguientes casos?:

1 d) é[ﬁ:‘f

a) ab =1 b) au;:f ©) arb = -
(Soluc: a) 0°; b) 30°; c) 120°; d) 45°)

Comprobar que los vectores u =(8,15) y v =(30,-16) constituyen una base ortogonal. Comprobar que

los vectores u /| uly v/| v | forman una base ortonormal.

Problemas con parametros:

NOTA: En los ejercicios 37 a 51 se recomienda hacer un dibujo previo de la situacion

37.

38.

39.

40.

41.

42.

Calcular x e y ena =(-x,4), b=(-15)y c =(3,y), si se sabe que E{DByEDB. Comprobar el
resultado graficamente. (Soluc: x=-20; y=3/5)

Obtener tres vectores cualesquiera perpendiculares a (-1,-3), siendo al menos uno de ellos unitario.
Explicar graficamente el resultado.

Hallar el valor de m para que u =[% mj y v [‘/25 1] sean ortogonales. Interpretar el resultado graficamente.

(Soluc: -v2/4)

Dados X =(2,-3) e ; =(a,4), calcular a para que:  a) ;//;/ b) x D;/ (Sol: a) a=-8/3; b) a=6)

—

Hallar un vector v que tenga modulo 3 y que forme un &ngulo de 90° con a= (3,4) (Aviso: puede haber
dos soluciones). Explicar graficamente la situacion. (Soluc: Vi = (12 /5,-9/ 5) y vy = _\}1)

Dados u =(3,1), v =(@,-1/2) y w= (-3,2), se pide:
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43.

44,

45.

46.

47.

48.

49.

50.

a) Hallar a para que v sea unitario. Comprobar graficamente el resultado. (Sol: a = 1\@/2)

b) Hallar a paraque u y v sean //. Justificar graficamente la solucion obtenida. (Sol: a=-3/2)

[ =)

c) Hallar a para que v vy w sean 0. Justificar graficamente la solucion obtenida. (Sol: a=-1/3)
d) Hallar un vector Ca u y unitario. (Sol : ( 1/10,3/ @) osu opuesto)
e) Hallar el angulo que forman u y w  (Sol: [7127° 52’ 30”)

d
a)Calcular las componentes de un vectoru de médulo 2 y tal que iu=30° (Aviso: puede haber dos
soluciones) (Soluc ur=(vV3.1)y u: = (3, 1)
O
b) idem con |u/=3v2 y iu=45° (s,oluc:l]l =(3,3) y u: :(3,—3))

Calcular a con la condicion de que u =(a,1) forme 60° con \7 =(1,1) (Aviso: puede haber dos soluciones,
por lo que se recomienda hacer un dibujo) (Soluc V3 - 2)

Hallar el valor de x para que el vector (x,1) forme 45° con el vector (1,2) (Aviso: puede haber dos
soluciones) (Soluc: x;=3 y x,=-1/3)

Dados los vectores u =(2,-1) y v =(a,3), calcular a de modo que:

a) Jy\7 sean ortogonales (Soluc: a=3/2)

- - 24 +153
b) uyv formen 60° [Soluc ‘a :TJ
C) Jy\7 tengan la misma direccion (Soluc: a=-6)

Dados los vectores 5 =(1,-1) y 6 =(2,m), hallar m de forma que:

a) ayB sean ortogonales. (Soluc: m=2)

b) ayB tengan la misma direccion. (Soluc: m=-2)

C) b sea unitario. (Soluc: f7 soluc.)
d) ayB formen 45° (Soluc: m=0)

Dados a =(3,-4) y b =(5,x), hallar x para que:
a) ambos vectores sean perpendiculares (Soluc: x=15/4)
b) ambos vectores formen 30° (Soluc: x1/7-2,1; x2/7-41,50)

¢) tengan la misma direccién (Soluc: x=-20/3)

Dados u =(2,1)y v =(a, - 3), se pide:

a) Hallar a para que sean //. Justificar graficamente la solucién obtenida. (Soluc: a=-6)
b) Hallar a para que sean [. Justificar graficamente la solucién obtenida. (Soluc: a=3/2)
c¢) Hallar a para que formen 45°. Justificar graficamente la solucién obtenida. (Soluc: a=9)
d) Hallar un vector 0 a U de médulo 5 (Soluc: (-v/5 245 ) 0 su opuesto)

Dados L]=(3,—4) y \7:(a,2), se pide:

a) Hallar a tal que G-\;:4 (Soluc: a=4)
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b) ¢ Qué angulo formardnuy v en el caso anterior? (Soluc: [779° 41' 43")
¢) Hallar a tal que G//\;. Explicar graficamente la situacién. (Soluc: a=-3/2)

d) Hallar un vector L a l] y de médulo 10. Explicar graficamente la situacion. (Soluc: (8,6), o su opuesto)

51. Considerar los vectores u = (b,—\/§) y V= (—%,aj

a) Hallar ay b para que v sea unitario y ambos vectores sean L y estén en el semiplano inferior.

(Soluc: a=-/3/2; b=3)
b) Comprobar graficamente el resultado:

¢) Sib=0, ¢podrian ser // para algin valor de a? (Soluc: NO)

Area de un tridngulo:

52. Hallar los angulos del triangulo de vértices A(-2,2), B(5,3) y C(2,15). Hallar también su area.
(Soluc: A/B4° 46'; B/B4°6'; C/B1°8'; Saec=43,5 u2)

53. Dado el triangulo de vértices A(1,1), B(5,4) y C(-5,9), se pide:

a) Dibujarlo.
b) Demostrar que es rectangulo en A (SO'“C tAB-AC =O)
c) Hallar su éarea. (Soluc: Saec=25 u?)

54. a) Dibujar el triangulo de vértices A(1,-2), B(3,-1) y C(2,1) y hallar su area. (Soluc: Sagc=2,5 u’)
b) idem con A(3,8), B(-11,3) y C(-8,-2)  (Soluc: Sasc=42,5 u?)
c) Idem con A(4,-1), B(2,1) y C(0,2)  (Soluc: Sasc=1 u?)

55. TEORIA:a) Dado el vector G =(3,—-4) , hallar razonadamente otro vector con la misma direccion pero de
maodulo 2. Hacer un dibujo explicativo.

b) Dados u=(-1,2), v=(2,-3) y W:(%,4],hallar (GE‘?JW

c) ¢Son ortonormales a = [%%] y b = [— @@] ? ¢ Y ortogonales?

d) ¢Qué indica el signo del producto escalar? Indicar ejemplos.

e) Demostrar que el vector (5[&)5_(‘;@}]6 es perpendicular al vector ¢

f) ¢Pueden ser paralelos los vectores (2,a) y (0,5)?

g) ¢Puede ser un unitario el vector (2,a)’? (Razonarlo no analiticamente)
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