45 EJERCICIOS de FUNCIONES

Concepto de funcion:

1. Dada f(x)= Jx , se pide: a) Razonar que se trata de una funcion.
b) Calcular f(4), f(1), f(0), f(-9), f(1/4), f(2) y f(vV2)
c¢) Hallar la antiimagen de 3, de 25y de -4

d) Razonar cudl es su Dom(f) e Im(f)

2. idem para f(x)=2x+1

3. ¢Cuadles de estas representaciones corresponden a la grafica de una funcion? (Razonar la respuesta):

N BN o\ LA\ o <[ d
// VD UA\/NVA

4. ¢Cuél es el Dom(f) e Im(f) de cada una de estas funciones? (responder en este cuaderno):

a) b) c)

2 \ 1

5. De un cuadrado de 4 cm de lado, se cortan en las esquinas triangulos T

e

K

rectangulos isdsceles cuyos lados iguales miden x.
a) Escribir el area del octégono que resulta, en funcion de x  (Sol: A(x)=16-2x°) 4 cm

b) ¢Cual es el dominio y recorrido de esa funcion? (Sol: Dom(f)=[0,2]; Im(f)=[8,16]) l

Gréfica de una funcion:

6. Para cada una de las funciones que figuran a continuacion se pide:
i) Tabla de valores apropiada y representacion grafica.
i) Dom(f) e Im(f) a la vista de la gréfica.
i) lim 6y lim f(x)

a) f(x)=3x+5 e) f(x)=2

b) f(x)=x"-4x+3 vértice? ) f)=vx-9

c) f(x)=x* 1. _ _

d) f(x)=x" 9) fog = casiiotas? ¢ lim 69 y lim () ?
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h) fp)=2X*2 casintotas? ¢ Im f(x) y lm fx)? | i) fx)=—L _ casintotas?
X=2 X2 X - 2" x2 +1

Céalculo del Dom(f):

7. Obtener analiticamente , de forma razonada, el Dom(f) de las funciones del ejercicio anterior,
comprobando que se obtiene el mismo resultado que graficamente.

8. Sin necesidad de representarlas, hallar analiticamente el Dom(f) de las siguientes funciones:

a) f(x)=x*+x>-3x+1 ) fx)=v4-x s) f(x)= 1
b) f(x) = 8X5 K f)=vx* -9 VX* ~5x+6
X+
1 ) f(x)=vx?+2x-8 0 f(X):ﬁ
f(x)=————
©) 1) x*-2x-8 m) f(x) =vx* +x+4 u) f(x):m
2
d) f(x) = p— n) f(x)= = )i16 V) f(x)=Vx? +2x+1
_ X _ | x+3
e) f(X)— 2 —16 0) f(x):ﬁ W) f(X)_ X2 —
_2X
VW= ) f(x)=\/72x;3
0) 109=x+5 £ e
h) f(x) = «/xlT5 P f(X):\/3x—12
3
) f(x)=v2x-5 N 9= xzi4

(Soluc: a) IR; b)IR-[-5}; c¢)IR-{-2,4}; d)IR-{0,4}; e)IR-[#4}; f)IR; @) [-5); h) (-5,); i) [5/2,);
1) (-204]; k) (-0 ,-3]U[3,%); 1) (-0,-4]U[2,09); m) IR; n) (-4,0]U(4,); 0) IR-{3/2}; p) [-3,-2)U(3,2); q) (4,%);
1N IR; s) (-20,2)U(3,2); t)IR{-1}; u)IR; V)IR; w) IR-{;&Z})

Propiedades qgue se deducen de la grafica de una funcion:

9. Alavista de sus graficas, indicar la continuidad de las funciones del ejercicio 6.

10. A la vista de sus graficas, indicar los intervalos de crecimiento y los posibles M y m relativos de las
funciones del ejercicio 6.

11. Hallar analiticamente los posibles puntos de corte con los ejes de las funciones del ejercicio 6, y
comprobar que lo obtenido coincide con la gréfica.

12. Hallar los puntos de corte con los ejes de las siguientes funciones (en el caso de las cuatro primeras,
dibujar ademas, Unicamente con esa informacién, la gréafica):

a) y=2x-6 f) fx)=v2x+4 ) f)=Vx2+x-2 n) f(x) =
B B X-4
b) f(x)=x*+2x-3 9) f(x)=v2x +4 k) y=vx2+9 _ 4
c) f(x)=x*+x+1 % 9=
hy y=_X*4 ) f()=x°-6x> +11x~6 3.8
d) f(X):X3 _X2 2X+2 X2 +4 p) y:XS 8
. 2 _ m) y= X
_x*-4 ) y=X"3 X+2
® y="—3 Y e @) 109 =x"+x7+2x-4
N f(x)=6x°’-7x*-7x+6

Texto bajo licencia Creative Commons: se permite su utilizacion didactica asi como su reproduccion impresa o digital
siempre y cuando se respete la mencion de su autoria, y sea sin &nimo de lucro. En otros casos se requiere el permiso
del autor (alfonsogonzalopez@yahoo.es) 175




Matematicas | FUNCIONES
ALFONSO GONZALEZ
|.LE.S. FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS

(Soluc: @) (3,0),(0,-6); b) (-30),(10),(0.-3); ¢)(0.1); d)(0,0,(1,0); e)(-20),(2,0),(0.-2); ) (-2,0).0.2); 9) (0.4);
h) (4.0),002); 1) (18.0),(8.0,0.3); ) (201(LO) K) (0.3) 1) (10),2.0)(30).0.6); m)(02); n) (©0,-1);
0) (-1,0),(1,0),(0,-1)

13. Hallar analiticamente la posible simetria de las funciones del ejercicio 6, y comprobar que lo obtenido
coincide con la grafica.

14. Hallar la posible simetria de las siguientes funciones:

a) f(x) = x* 22X +1 : . x? _ Bx?
b) f(x) = x° 9 109 x? -1 D169 = x> +6 ™y = x-1
©) 10 =x* = x* y y =X+ 9 y=_X ) 9= x+ Xt
d) f(x) =x* - x® X 2x-1 X
€) f(x) = 2x - 3 i) y=_2X ) fx)=— 0) y=X"2

e s x* +1 X= x* +3
f) f(x)=x>—x

(Soluc: a) par; b)impar; c)par; d)no simétrica; e)no simétrica; f)impar; g) par; h)impar; i) impar; j) par;
k) impar; 1) no simétrica; m) no simétrica; n) no simétrica; 0) no simétrica)

15. a) ¢Una funcion puede ser simétrica par e impar al mismo tiempo? Razonar la respuesta.
b) Demostrar que toda funcién impar definida en el origen necesariamente pasa por éste
16. Estudiar los puntos de corte con los ejes y la simetria de las siguientes funciones:
_ X+3

4 14 x*-9 4x+12
b) ) y=14 d)y= e) f(x)=
x% +1 y x* +1 y x3 y x% +1 e 3x+6

a) f(x) =

Estudio completo de una funcioén (1):

17. Dada f(x):2x3—3x2 se pide: i) Dom(f) i) Posible simetria. iii) Posibles cortes con los ejes. iv) Tabla de
valores apropiada y representacion grafica. v) Intervalos de crecimiento. Posibles My m. vi) ¢Es
continua?  vii) A la vista de la grafica, indicar su Im(f) viii) Ecuaciéon de las posibles asintotas.
iX) Xlimm fx) vy Xlimw f(x) x) Hallar la antiimagen de y=-1

18. idem para:

=3- ii = —_
a) f(x)=x"-3x Antiimagen de y=2 ) )= 16 28x Antiimagen de y=-2
b) y=X* 2 Antiimagen de y=1 X
y X _3 k) y=—2> Antiimagen de y=-1/2
C) y=x"-2x Antiimagen de y=-1/2 X" +x+1
d) y=_2 Antiimagen de y=4/5 ) y=— Antiimagen de y=-1/2
X“+1 X°—-x+1
e) f(x)=x*-3x" Antiimagen de y=-2 m) =%
X2 - (X —1)2
f) f(x)=—= Antiimagen de y=2
1 n) y=JoF +ax+5
g) y=-X"+12x Antiimagen de y=-11 o
h) y:x+g 0) y= o Antiimagen de y=-6
X
) f(x)= Antiimagen de y=-1/3
x> -9
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Transformaciones de funciones:

19. Completar la siguiente tabla (véase el primer ejemplo):

/ TRASLACION
hacia ARRIBA

TRASLACION
hacia ABAJO

y=x"-2

TRASLACION
hacia la
DERECHA

TRASLACION
hacia la
IZQUIERDA

y=x’

CONTRACCION

EXPANSION

(Reflexion +)
CONTRACCION

REFLEXION
respecto al EJE X

y=-(-4x+4)=-x"+4x-4

y=x"-4x+4

REFLEXION
respecto al EJE Y

y=(=X)?=4(=X)+4=XC+4x+4
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20. a) A partir de la gréafica de f(x) =3, representar las graficas de f(x) =x? +3, f(x) :,/(x+3)2 » () =x -2

y f(x)=3 (x —2)2 (cada una en distintos ejes), indicando el nombre de la transformacion obtenida.

f(x) =

b) idem con f(x):iy las funciones f(x) = 2 , 1 y f
x2+1 x> +1 3(x2 +1)

c) Idem con f(x)=¥/x y las funciones f(x)=3-x y f(x)=-¥x

21. A partir de la grafica de la hipérbola f(x) :E, representar sucesivamente (cada una en distintos ejes) las
X

1
X+2

hipérbolas f(x) :%2 y f(x):x_::;:n
X X

+3 partiendo de la grafica de f(x) = 1
X

22. a) Representar graficamente la hipérbola f(x) = -

b) idem con f(x)=¥-x + 2, partiendo de f(x) =¥/x

23. Representar la funcién f(x)=Ent(x)

Estudio completo de una funcién (I1):

24. Dadas las siguientes funciones definidas a trozos se pide: i) Gréfica. ii) Dom(f) e Im(f) iii) Posibles
cortes con los ejes. iv) Intervalos de crecimiento. Posibles My m. v) Continuidad. vi) Ecuacion de las
posibles asintotas. vii) lim f(x) y lim f(x) viii) Responder, ademas, a las preguntas particulares de cada

apartado:
a) =] SXOC=2) ), 7312), 72) y £-3)?
X si x0[2,0) SAntiimagen de y=1?
f(2), f(2) y 1(3)? <‘,Ant??magen de y=2?
¢Antiimagen de y=3? ¢SAntimagen de y=187?
x> -4 si xO(-,2) -3 si —5<x<0
b) fog={x-2 si xO[24] €) f(x)=1 x2 si 0sx<2 ¢f(-6),1(0)?
5 si x0(4,0) X+2 si x=22

Hallar la antiimagen de y=16 .
X2 si x0O(-e0,1]

Hallar la antiimagen de y=1 f) 09=] 1
— si xO(1,00)
3 si x<-1 x-1
C) fx)={1-2x si -1sx<1
3x-1 si  x=1 3x-2 s x<0
L)y H)? 9 f9={-2  six=0
JAntiimagen de y=27? 4 si x>0
¢Antiimagen de y=-3? X=2
5x —2 si x<1 h) f(x) :{_:( -2 SI. XD(_°°72]
d f={ -2 six=2 e sxEEe)
x/2 Si x>2
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5

si. x<0

] X=5
) f=lJx+1 si 0<x<3
10 si x>3

X+2

¢f(0) y(3)?

¢, Qué x tiene por imagen y=07?
¢, Qué x tiene por imagen y=3/2?
¢, Qué x tiene por imagen y=1/27?

0 si x<0
i) ) = 3x—x2 si.Osx<3
xX—-4 Si 3<x<6

0 si X>6

¢ Vértice de la parabola?

X +8x+7 si x<-2
K) =1 Jx+2 si —2<x<2
5x-18
2x-8
Hallar la antiimagen de 1y -8

Si X>2

X+4 si x<-1
) f= Ix?-2x si -1sx<2
0 Si x>2

Hallar la antiimagen de y=1

X +15 si X<-2
M) fx)={x?-4x+1 si -2<x<4
-X+7 si x>4

Hallar la antiimagen de y=6

n)

0)

p)

a)

Y

B

x+10 si x<-4
fx)=4x*+2x si -4<x<1
3/x si x>1
Hallar qué x tiene por imagen 0
x> +2x+1 si x<0

f(x) = 1 si 0<x<4
x-3 si x=4

Hallar la antiimagen de y=4

-x+4 si x<-2
f(X)=4 x> -x—-6 si —2<x<6
24 si x>6

Hallar la antiimagen de y=14

x*=4  sixO(-»,2)
f)=1x-2  six0[25]
-X+6 si xO(5,)

¢, Cudles son las antiimagenes de 1y 16?
x> +8x+7 si x<-3

fx)=4 x-5 si —3<x<2
X=2 si x=2

Hallar la antiimagen de -5

X2 —4x+3 si x<1
f(x) = x-1 si 1<x<4
X2 —4x+3 si x>4
X+5 Si X <-3
fx)=4 x2+2x-3 si-3sx<2
i si X=2
Xx-1

Hallar la antiimagen de 1

25. Hallar la expresién analitica —es decir, como funcion definida por ramas— de las siguientes funciones

(puede indicarse en este cuaderno):
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26. Dadas las siguientes funciones valor absoluto  se pide: i) Definicién analitica por ramas. ii) Grafica.
iii) Dom(f) e Im(f) iv) Posibles cortes con los ejes. v) Intervalos de crecimiento. Posibles M y m.
vi) Continuidad. vii) lim f(x) y lim .f(x)
X - -00 X = o0

a) f(x)=|x -1 b) f(x)=|-3x+3| ¢) f(x) =[3x + 6| d) f(x) = ‘xz —5x+6‘
e) f(x)=|x? —=4x +3| f) f(x)=|-x* —4x -5| 9) f(x) = %xz -x-4 h) f(x):‘x2 —4x+5‘
) 100=}x +x-1 D 169 =[x" -4 0 f(xF% ) 109=[0 -
m) f(x) =[x| +x n) fx)=Ix+1+x-1 0) f(X)=|3x+6/—-]2x-2  p) f(x):ﬁ
X

X . 2 . _
a) f(x)=2-[x D=2 " X% 9 f(x):{|x +4X:3| six<t

|2x-6| six=>2 (x-1)"-2 six=-1

t) () =|x| +[x - 2| u) f(x):%—x v) f(x) =|x|+x+1 w) f(x):2‘x3 —8‘

27. A partir de la grafica de f(x)=|x, representar sucesivamente (cada una en distintos ejes) f(x)=|x|+3,

f) =[x =2, ) ==|x|, ) =[2¥ Y f(x) =

X
3

Composicion de funciones. Funcion inversa:

28. Hallar fog (léase g compuesta conf) y gof (f compuesta con g) en los siguientes casos:

a) f(x)=3x-5 g(x)=1/x C) f(x) =1/x ag(x) = \/; e) f(x) = \/; g(x) = 1
24
b) f(x) = x> g(x)=3x-5 d) f(x) = x* g(x) = Vx X

29. ¢Se puede componer una funcién consigo misma? ¢ Qué obtenemos si hacemos (fo f)(x) para f(x)=2x+17?

Hacerlo también para f(x) = 1y f(x) = i;i
X

30. Comprobar que las siguientes funciones son inversas y representarlas graficamente sobre los mismos ejes:
a) f(x)=2x  g(x) :g b) f6)=x>  g(x)=¥x 0) fx)=x+1 g(x)=x-1

¢, Qué conclusién se obtiene a la vista de sus graficas?

31. Hallar la funcién inversa de (y comprobar):

a)y=+vx+4 N fog=_ L

b) y =3+2(x -1) 2x+3

& y=2vx+1 9 y=2+vx

d) y =3/x (Soluc: f coincide con ) | M) y = 3);+_11 (Soluc: f coincide con f*)
e)y=x°-1
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Problemas de aplicacion:

32

33.

34.

35.

36.

37.

. Una fotocopiadora cobra 5 cent por cada fotocopia, pero ofrece también un servicio de multicopia por el
gue cobra 50 cent por el cliché y 0,15 cent por cada copia de un mismo ejemplar. a) Obtener, para cada
caso, la funcion que nos muestra lo que hay que pagar segin el ndmero de copias realizadas.
b) Representar ambas funciones ¢ A partir de cuantas copias es mas econémico utilizar la multicopista?
¢) Resolverlo analiticamente, mediante una inecuacion. (Sol: b) A partir de 15 copias inclusive)

Para fabricar un determinado producto hace falta un gasto inicial fijo de 1000 € mas 50 € por cada unidad
producida. Se pide: a) Razonar que el coste por unidad de fabricacién disminuye segun el nimero de
unidades fabricadas y viene dado por la funcién

_50x+1000
X

b) Hacer la gréafica correspondiente ¢Cual es su Dom(f)? c¢) ¢Cual sera el coste cuando el nimero de
unidades se haga muy grande? (Sol: ¢) El coste tendera a ser de 50 €)

En una academia de mecanografia han llegado a la conclusion de que el nimero de pulsaciones por
minuto de un alumno promedio viene dado por la funcién

_400(x +1)
T x+25

donde x representa el nimero de clases recibidas. Se pide: a) Representarla graficamente ¢Cual es su
Dom(f)? b) ¢Cuantas clases necesita un alumno para conseguir 300 pulsaciones? c¢) Segln este modelo,
éun alumno podria llegar a tener mas de 400 pulsaciones? ¢,Por qué? (Sol: b) A partir de 71 clases. c) NO)

En una fabrica de montajes se ha estimado que el nimero de montajes realizados por un aprendiz
dependen de los dias de practicas, segun la funcion:

_ 60x
X+5

donde x es el tiempo, en dias. a) ¢ Cuantos montajes realizara el primer dia? ¢ Y el dia vigesimoquinto? b)
¢,Cuantos dias tiene que practicar para superar los 60 montajes al dia? c) Dibujar la grafica de f(x)
(Sol: a) 10 y 50 respectivamente b) Nunca)

Un técnico de una compafiia ha calculado que los costes de produccion (en €) de un determinado
producto vienen dados por la siguiente expresion:

C(X)=x*+20x+40000
donde x representa el nimero de unidades producidas. Por otra parte, cada unidad se vende al publico a
un precio de 520 €.
a) Expresar, en funcién del nimero de articulos producidos x, el beneficio y representarlo graficamente.
b) ¢ Cuantas unidades hay que producir para que el beneficio sea maximo? ¢,Cudl es ese beneficio?
(Sol: b) 250 unidades; 22500 €)

La dosis de un farmaco comienza con 10 mg y cada dia debe aumentar 2 mg hasta llegar a 20 mg. Debe
seguir 15 dias con esa cantidad y a partir de entonces ir disminuyendo 4 mg cada dia.
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a)Representar la funcion que describe este enunciado y determinar su expresion analitica, como funcion
definida por ramas.

b) Indicar cual es su dominio y recorrido. (Sol: b) Dom(f)=[0,25]; Im(f)=[0,20])

Resolucién gréafica de problemas de optimizacion:

38. Con un listén de madera de 4 m de largo queremos fabricar un marco para un cuadro. a) Razonar que el
valor de la superficie para una base cualquiera x viene dado por S(x)=2x-x* b) Representar graficamente
la funcién anterior ¢ Cual es el valor de la base para el que se obtiene la superficie maxima? ¢) ¢Cuanto
vale dicha superficie? (Sol: b) 1 m c) 1 m?)

100 m » 39. Con 100 m de valla queremos acotar un
pared | recinto rectangular aprovechando una

pared de 100 m de largo, como indica la
T figura.

A

a) Llamar x a uno de los lados y
construir la funcion que nos da el
valla area. Representarla graficamente

¢, Cudl es su Dom(f)?

b) ¢Cudles seran las dimensiones del recinto de area maxima?
c) ¢Cuanto vale esa area? (Sol: a) S(x)=100x-2x* b) 25 m x 50 m c¢) 1250 m?)

40. Tenemos 200 kg de naranjas que hoy se venderan a 40 cent/kg. Se estima que cada dia que pase se
estropeara 1 kg, pero el precio aumentara 1 cent/kg.

a) Razonar que el beneficio que obtendremos al vender pasados x dias viene dado por
B(X)=-x*+160x+8000
b) Representarla graficamente y hallar su dominio de definicion.

c) ¢Cuando hemos de venderlas para obtener el maximo beneficio? ¢Cual sera ese beneficio?
(Sol: c¢) Interesara venderlas pasados 80 dias)

41. Una cooperativa ha cosechado 200000 kg de tomates que puede vender a 25 cent/kg. Se sabe que, por
cada semana que transcurre, se pierden 4000 kg de tomates pero el precio de cada kg aumenta en 5
cent. Expresar el valor total de los tomates en funcion del tiempo. Representar la grafica de dicha funcion
e indicar al cabo de cuantas semanas nos interesara vender. (Sol: B(x)=-20 000x*+900 000x+5 000 000;
22,5 semanas = 151250 €)

Conicas:

42. Dadas las siguientes expresiones, razonar en cada caso si corresponden a una circunferencia vy, en caso
afirmativo, dibujar su grafica e indicar el centro y el radio:

a) X*+y*+25=0 (Soluc: C(0,0); R=5) d) x*+y’-10x+6y-15=0 (Soluc: C(5,-3); R=7)
b) x*+y*-4x+2y-4=0  (Soluc: C(2,-1); R=3) e) x*+2y°-3x-6y+5=0
c) x*+y*-2xy+8=0 f) x*+y’-4x+2y=0

43. Dadas las siguientes expresiones, razonar en cada caso si corresponden a una elipse vy, en caso afirmativo,
obtener su gréfica:
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2 2 X2 2
a) %H’—:l d) E+é:1
2 X2y
by X ,¥_- €) E_Z_l
16 4
C) x?+4y?=4 f) 25x* +9y* =225

44, Hallar la ecuacién reducida o canénica de una elipse de semieje mayor 4 y menor 3. Comprobarlo
graficamente.

45. Representar las siguientes hipérbolas :

a) K_Lzzl d) 4y2_X2:4
169 €) 4x -9y’ =36
y2 X2

b) 17—7621 f) 2X2_y2+2:0
2

C) L—yzzl
9
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