Ampliacién Algebra 22 Bcto.

’ ° epartamento de Matematicas
K’( [ coordenadas. camblo de base ] P phtt:://selecttividad.ixler;ranad:com

. © Raul Gonzdlez Medina
inter .com

Definicion: Coordenadas.

En un espacio vectorial V, fijada una base {v4,v2,. . . vp}, todo vector ueV puede ponerse de
forma unica como combinacién lineal de dicha base:

U=oq1Vi+asva+...0npVy

Los escalares a1, a2, ..., an Sellaman coordenadas del vector u en la base {v1,va,. . . Vn}.

Ejemplos de coordenadas.
1. Coordenadas en distintas bases.

EnR? fijemos la base candnica, { (1,0), (0,1) }. Consideremos el vector v=(1,2). Para hallar
sus coordenadas en esta base, ponemos u como combinacion lineal de la misma:

(1,2)=1-(1,0) + 2-(0,1)
Por tanto, (1,2) son las coordenadas de v en base candnica.
Cuando se utiliza la base canodnica, obtenemos el sentido usual de “coordenadas”.
Pero cuando se utiliza otra base no es asi.

Por ejemplo, en R? fijemos ahora la base B = { (2,3), (1,-1) } y consideremos el mismo
vector v=(1,2). Hallemos sus coordenadas en la base B. Para poner v como combinacion
lineal de dicha base, planteamos el sistema

(1,2)= a (2,3)+p (1,-1) cuya solucién es a = % , B =- % Asi pues,
3 1
== 23)-7- (1,1
V=5 (23)- 3 (1)
Por tanto, @ , —%j son las coordenadas de v en base B.

No debe confundirse el vector con sus coordenadas; aqui el vector sigue siendo v=(1,2), y

3 1 , - ,
las coordenadas [— , ——j son un par de numeros que indican cOmo expresar v en

combinacion lineal de la base B.

2. Si u es el vector que tiene como coordenadas (5, —6) en la base (1,2) (3,4), ¢cual es el
vector u?

Segun la definicion de coordenadas,
u=5(1,2) + (-6) (3,4) = (-13, —14).

3. El vector cero tiene coordenadas (O, . . . ,0) en cualquier base.
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4. Coordenadas en un subespacio.

En R°, sea el subespacio S generado por los vectores (1,1,0) y (0,0,1). (Se trata del plano
x=y enR°). Los dos vectores son independientes, por tanto forman base de S.

Consideremos el vector v = (2,2,3) perteneciente a S. Hallemos las coordenadas de este
vector respecto a la base (1,1,0), (0,0,1) de S. Para ello expresamos v como combinacion
lineal de dicha base:

(2,2,3)=2-(1,1,0) + 3-(0,0,1)
Asi pues, las coordenadas de v en esta base de S son (2,3).

No debe sorprendernos que v tenga soélo 2 coordenadas. El vector v ciertamente tendria 3

coordenadas como elemento de R°, pero tiene 2 coordenadas como elemento del plano S,
gue es un subespacio de dimension 2.

Definicion: Matriz del cambio de base.

En un espacio vectorial V, dadas dos bases By B’ , se llama matriz de cambio de base (o de
cambio de coordenadas) de B a B’ a la matriz que contiene en sus columnas las
coordenadas de los vectores de la base B expresados en funcidn de la base B’.

Su utilidad es la siguiente: Conocidas las coordenadas de un vector en base B, nos permitira
hallar las coordenadas de dicho vector en base B'.

En efecto, sean (a;, a, . . . a,) las coordenadas de un vector en base B, y sea P la matriz de
cambio de base de B a B’. Entonces:

a, b, a, b,
a | _ | b o lo que es lo mismo,
a, b, a, b,

obteniéndose asi (b,, b, . . . b,) las coordenadas del vector en base B’.

Ejemplo.

Consideremos en R? las dos bases siguientes:
la base del ejemplo (1) anterior, B ={(2,3), (1,-1)}
la base candnica B’ ={ (1,0), (0,1) }

e Vamos a construir la matriz de cambio de base de B a B'.

Para ello debemos expresar los vectores de la base B en funcion de la base candnica B’.
(2,3) =2:(1,0) + 3-(0,1) > coordenadas (2,3)
(-1,1)=1-(1,0) =1-(0,1) = coordenadas (1, —1)

Introduciendo estas coordenadas en las columnas de una matriz, tendremos la matriz de
cambio de base de B a B’:

S
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e Del mismo modo podemos construir la matriz de cambio de base de B’ a B.

Para ello expresamos los vectores de la base candnica B’ en funcion de la base B. Podemos
hallarlo planteando dos sistemas de ecuaciones, de los cuales se obtendra

1 3 1 3
1,0) = —(2,3) + =(1,-1) = coordenadas (—,=

1,-1) > coordenadas (% , _2)

2
—=( :

1
(0,1)= 5(2,3)

Introduciendo estas coordenadas en las columnas de una matriz, tendremos la matriz de
cambio de base de B’ a B. (

Vamos a aplicar estas matrices para hallar las coordenadas en base B del vector v=(1,2).
Tenemos sus coordenadas en la base candnica B’ que son (1,2). Utilizamos la matriz Q de
cambio de base de B’ a B:

Asi hemos obtenido (é ) —%) las coordenadas de v en base B. Comprobar que son las

mismas que se obtuvieron en el ejemplo (1) anterior.

Podemos volver a las coordenadas en base B’ utilizando la matriz P de cambio de base de B a B":

56

Propiedades de las matrices de cambio de base.

1. Toda matriz de cambio de base es cuadrada nxn, donde n es la dimensién del espacio al
que se refieren las bases.

2. Toda matriz de cambio de base es inversible (es decir, con determinante no nulo).
Ademas, la matriz de cambio de B a B’ es inversa de la matriz de cambio de B’ a B.

e Comprobar en el ejemplo anterior que P y Q son inversas entre si. Por tanto, después de
hallar P, podriamos haber hallado Q como P,

3. La matriz de cambio de una base B a la misma base B, es la matriz identidad.

» Observar en el ejemplo anterior que la matriz mas facil de obtener es la P, que pasa de una
base B a la base candnica, pues basta escribir en las columnas la base B.

P

- -1
Base B Base canodnica P= base B en columnas; Q=P
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Ejemplo 1: En el R-espacio vectorial R® se consideran las bases
% =1{(5,31),(1,-3,-2),(1,2,1)}, H>=1{(-2,1,0),(—1,3,0),(—2,—3,1)}
calcule la matriz de cambio de base de %1 a %,.

Para calcular la matriz asociada debemos calcular las coordenadas de los vectores dedlarkapecto de los
vectores de la bas#®, es decir, debemos calcular lag € R tales que:

(—2,1,0) = a11(5,3,1) + a»1(1,-3,—-2) + ag1(1,2,1) = (5811 + @21+ a31,3a11 — 3ap1+ 2831, 811 — 2821+ a31)
(—1,3,0) = a12(5,3,1) + aza(1,—3,—2) +agx(1,2,1) = (5a12+ a2+ a3z, 3a12 — 3ax2+ 2832, 812 — 2822+ a32)
(—2,-3,1) = a13(5,3,1) +-az3(1, -3, -2) + a33(1,2,1) = (5a13+ az3+ ags, 3a13 — 3ap3 + 2ag3, a13 — 2823+ a33)

Esto se reduce a la resolucion de tres sistemas de ecuaciones lineales:

—2 = bajitapi+az —1 = Dbap+axp+az —2 = bajz+az+azs
1 = 3a;;—3ay1+2as; ; 3 = 3a;p—3ax+2as ; —3 = 3ajz3— 3ap3+2a33
0 = ann—2ax+as 0 = ajp—2ap+az 1 = aj3—2ap3+ass

Los tres tienen en comun la matriz de coeficientes, de forma que podemos resolverlos simultdneamente sin mas que
encontrar la matriz escalonada reducida de:

5 1 1|-2|-1|-2

3 -3 2 1| 3|-3

1 -2 1| 0| 0| 1

Las columnas 4, 5y 6 de la escalonada reducida sera la matriz buscada.

5 1 1|-2 -1 =2\ _ 1 -2 1, 0 0 1 e (1 -2 1] 0 0 1
3 32/ 1 3 3|88 [3 32/ 1 3 3|2%(0 3 1|1 3 -6
1 -2 1, 0 0 1 5 1 1/-2 -1 -2 /"% \o0o 11 -4|-2 -1 -7
Ear 1 -2 1 0 0 1 1 -2 1 0 0 1 a
B o 3 -1l 1 3 -6 |2E (0 -1 o|l-6 -13 17 |=2=%
0O -1 o0|-6 —-13 17 0O 3 -1 1 3 -6
1 -2 1 0 0 1 ELE 1 -2 0| -17 —-36 46 -
0 -1 o] -6 -13 17| 2= 0o -1 o| -6 -13 17 | %,
0 0 —-1|-17 —-36 45 0 0 —-1|-17 -36 45
1 0 0| -5 -10 12 1 0 0|-5 -10 12
0 -1 0| -6 -13 17| =20 1 o] 6 13 -17
0 0 -1|-17 -36 45) ™ \ 0 0 1|17 36 -45
Hemos resuelto los tres sistemas simultaneamente, las soluciones serian:
ajp=-5 axn==6 az1 =17 -5 -10 12
a;p=-10 a»=13 agx =36 PE 6 13 -17
a;3=12 ay=-17 ax=-45 por lo que la matriz de cambio d&; a %, es 17 36 —45
Ejemplo 2: En el R—espacio vectorial R3, se consideran dos bases:
% ={t1=(1,0,1),U,=(1,1,0),U3 = (0,0,1) }
P = {V1,V2,V}
1 1 2
S la matriz de cambio de base, tomando como base nueva la base %, y como base antigua %81 esP = 2 1 1
-1 -1 1

¢Puedes calcular los vectores de la base %45,7?

Las columnas de la matr son las coordenadas en la base antigua de los vectores de la base nueva, es decir,
Vi =t +20;—U3=(1,0,1)+2(1,1,0)— (0,0,1) = (3,2,0)
Vo=t +Up—U3=(1,0,1)+(1,1,0)—(0,0,1) = (2,1,0)
V3 =20 +Ux+U3=2(1,0,1)+(1,1,0) +(0,0,1) = (3,1,3)
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