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Tema 2:

Derivadas, Tecnicas de Derivacion

2.1.- Derivada de una funcion en un punto:

Sea la funcion f definida en un entorno x,, decimos que la funcién f es derivable

f(x)-7(x,)

en el punto X, si existe el limite de cuando la funcién tiende a x,.

o

f(x)-7(x,)

X —X,

f derivable en x, & 3 lim

X—Xp

Si la funcidn es derivable en x,, al limite anterior se le llama derivada de la funcién f en el

punto Xx,, y se simboliza por f'(x,) o por (ij ’
ax ),

f(Xa"'h)_f(Xa) e

L F(x)-7(x,)
p m

li
X Xp X —-X,

=i

Ejemplo 1: Hallar la derivada de 7#:R — R definida por £(x)=x? enel punto x,=a

=lim
h—0

e | Lingf(a+/1/?—f(a) a

5

lirn(a+/1)2—az B a? + h? +2ah - a°

h% +2ah
h h h

=limh+2a=2a
h-0

h—0 h—0

e La funcién f es derivable por la derecha si existe el limite por la derecha de
f(x)-1(x,)

X - X,
simboliza por f'(x,").

cuando la funcion tiende a Xx,. La derivada por la derecha se

e La funcion f es derivable por la izquierda si existe el limite por la izquierda de
f(x)-7F(x,)

X - X,
simboliza por f'(x,).

cuando la funcién tiende a x,. La derivada por la izquierda se

Por tanto /a funcion f es derivable en x, si existen los limites por la izquierda y por la
derecha y ambos coinciden.

im (X +h)—1(x,) _

li
h—0" h

im f(x,+h)-F(x,)

li
h—0 h

F )= F ) =F(x) = lim T et M =F(%) _
h—0" A

Ejemplo 2: Estudiar la derivabilidad en Oy -1 de la funcién £ : R — R definida por:

senx s/ x>0
flx)-¢ x* s 1<x-0
2x-1 si x<-1
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f(0+A)-F(0)
7 =

lim sen(h) - sen(0) - sen(h) 0

. & SCHL £(0) % £'(0)

[ e 4 f no es derivable en x =0
h

2
- fm ==

r©)=Jiy

(00 [ 2= A0

|
=y

1) = lim

h—0*

Y e
fim 5 lim-2+h=-21  pry-fr)
FELER) AN | [ A) -1 [2(D) 1) _ f es derivable en x = -1
h h—0 h

AL+ A) - F(-1) _
p :

ri=liy 2=

2.2.- Recta tangente a la curva en un punto.

Recta tangente al punto
(Xo.¥0)

El cdlculo de la derivada de una funcion en un
punto a, nos permite escribir la ecuacion de la
recta tangente a la grdfica en el punto de
abscisas a, utilizando la ecuacién punto
pendiente:

Y=Yo=T" (X} (X = Xo)

Curva de f(x)

‘y=m(X—a)+b|

Yo=1f{xo) ------

Donde m es la pendiente de la recta

{mzf'(a)

b la ordenada en el origen.
Y A b= f(a)

Ejemplo 3: Calcular la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f(x) = x? - 2x + 2 en el punto de abscisa x=0.

£(0)=2

= La ecuacién de la recta tangente es: y = 2x-2
£(0)= -2} i Y

2.3.- Relacion entre continuidad y derivabilidad

Una funcién f es derivable en un punto x,, si f es continua en dicho punto.

f derivable en x, = f continua en x, f no continua en x, = f no derivable en x,

Hay funciones continuas que no son derivables, por ejemplo la funcion valor absoluto, en
general las funciones que tienen picos no son derivables en los picos.

2.4.- Significado grafico de la derivada: Suavidad.

e Una funcién f es continua en un punto, x,, si su grdfica atraviesa dicho punto.

e Una funcién f es derivable en un punto, x,, si su grdfica lo atraviesa con suavidad,
es decir, la grdfica de f no presenta "picos”.

e Una funcidn no es derivable:

— En los puntos angulosos.
— En los puntos de tangente vertical.
— En los puntos de discontinuidad.

1I=a Derivada infinita
Punto anguloco (tangente wartical)
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2.5.- Calculo de derivadas:

Si f y g son funciones derivables en a, entonces K-f, f+g, f-g son funciones derivables en a.
(kf) (a)=kf'(a)

(9£F)Na)=g'(a)+f'(a)
(f-9)(a)=f"(a) g(a)+F(a)g'(a)

Si ademds g(a) # 0, entonces % y f son derivables en a.
9

1, . g (ij _F(aygla)-F(a) g'(a)
(fj(") Lo(a)P 7/ Lo(a)F

Si g derivable en ay f derivable en g(a) & 7o g es derivable ena
(fo9)(a)=(flg(al)'=F'[g(a)lg'(a) (Regla de la Cadena)
2.6.- Funcion derivada:

Si una funcién f(x) es derivable en su dominio, es posible definir una nueva funcién que
asocie a cada nimero real del dominio la derivada de la funcion en ese punto.

Esta funcion se llama funcion derivada o simplemente derivada.

f(x+h)-F(x)
h

£6-

Ejemplo 4: Calcular la funcién derivada de f(x) = X*

Fx+ M) —F(X) i (X + A —(x) P X+ ACh+ 6X°H + AXR + B - Xt
h s h o h 7
= lim 4x° +6X°h +4xh® + h® = 4X°

=i

2.7 .- Derivadas de las funciones elementales:

" L w=0 = 2 (GO0 = 9'(h00) - K (X)
=01 =2 o= Y
u % (X) = kX! u % (logau)= ﬁ%

d _ 1 m [f(X) - g(X)] = f'(X)yg(X) + f(X)g'(X)
"o n L (£ g00) = F(X)+g'(X)
2 (22 ’

dx \x)” ¥? n % (tg(X)) = 1+ 1g%(X), 1/Cos?(X)
[ ] a4 (Sen X) = Cos X d

ax .E(eu):eu_u-

m 7 (Cos X) = -Sen X
ax
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[ % (@) =a"“Inau' | c:’/_x Ctgh u=-u'- Cosech? u
[ a4 (arcSen (u)) = 1 ‘' | a Sechu=-u'-Sechutghu
ax 1-42 ax
d .
- % (arcCos (u) = -1 : o ] o Cosech u = -u'- Cosech u- Ctghu
L . ) U‘l—u | %(UV)=UV(V'-InU+V7UlJ
o (arctg(u)) = o2

-
1+4?

u a’i (arcCtg(u)) =
; iy - Ejemplo de derivacion logaritmica:
—(etgl) =+ 1P U))u'=—— =

| 2 sen“u £(x)= x> D In[£(x)]=(@x +1)Inx
=-y'+Cosec u
- d (FHX) = B F'(x) (2x+1)1
dx £ (F(x)) Derivamos: —~~2 =2lnx + ———1
d f(x) X
(] = (sec(X)) = tg (X)-sec (X)
) -, b ' 2x +1)1
= 7 (casec(X)) = ~cotg (X)cosec(X) Qpr-r oS (9 g A 2Inx + ==
d
B — Shu=u'"-Ch
dx u=4 N Sustituimos: ' (x)= XZX“{ZIn X + %)
d .
] e Chu=u'" Shx
d -m'. 2
ldX‘rhu-u Sech®u

2.8.- Derivabilidad de una funcion en un intervalo:

Decimos que £: }a,b[ — R es una funcién derivable en (a,b), si es derivable en todo
punto x, de (a,b).

Decimos que f:[a,b] — R es una funcién derivable en [a,b], si es derivable en todo

punto x, de (a,b) y es derivable en a por la derechay en b por la izquierda.

2.9.- Derivadas sucesivas:
2
Se llama derivada segunda de f con respecto a x, y se simboliza f"(x) 6 (%] ala
X

derivada de la funcién f'(x).

De forma mds general, se llama derivada n-ésima (o derivada de orden n) de f y se simboliza

por £ 6 (j—f} a la derivada de la funcién .
X

Ejemplo 5: Calcular la derivada tercera de la funcién f(x)=x*

Flx)-4x > Flx)=12x° > £ (x) = 24x

Matemdticas Verano 2008 © Rail 6.M. 16



www.selectividad-cgranada.com

‘ selectividad cgranada
- . Av.Hassan II - RABAT

2.10.- Ejercicios:

1.- A partir de la definicion de derivada de una funcién en un punto, calcular la derivada de las
funciones f(X)=3X, en x,=1,y g(x)=+/x-5en x,=9.

six=0
2.- Estudiar la continuidad y la derivabilidad de la funcion #(x) =11, e% en x,=0.
0 six=0
3.- Sea k un nlimero real y f una funcion real definida sobre R, mediante
£x) = xzsen%+kx si x=0
Osix=0
a) Calcular la derivada de f en el punto x,=0
b) Calcular la funcién derivada
3x+5 si x<-1

4 - Estudiar la derivabilidad de la funcién 7#(x) =12 si -1l<x<1

x% - 3x+1 six>1

3 .
x°-xsix<-1
5.- Calcular a'y b para que la funcion £(x) = ' sea derivable.
ax® + bx six>-1

6.- Calcular las derivadas de las funciones:

£y =% f(x):fgz(xj F)=1e X F(x) = (Arcsenx)*s

senx 2

7.- Derivar y simplificar:

2
f(x)= Ar'cfgt—)): — Arctgx f(x)= {XT - %}Arcseﬂx + % N

8.- Calcular la derivada n-ésima de la funcién #(x)=e?*

9.- Hallar un punto del intervalo [0,1], donde la tangente a la curva F(x)=1+x-x?, sea
paralela al eje de abscisas.

3

10.- Hallar los puntos en los que la tfangente a la curva 7(x) = X?— x?-3x+1 sea:

a) Paralela el eje OX
b) Paralela a la recta: g(x)=5x+3

¢) Perpendicular a la recta: A(x)= % +1

11.- Halla el punto de la curva 7(x)=In(1+x?)en el que la tangente es perpendicular a la
tangente trazada por el punto de abscisa x=1.
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2.11.- Soluciones:

1.- A partir de la definicion de derivada de una funcion en un punto, calcular la derivada de
las funciones f(X)=3X, en x,=1, y g(x)=+x-5 en x,=9.

F'(1)=lim

f(x)—f(l) . 3x-3
x-1

f(x) f(9)_| Vx-5-2 . Jx-5-2_ . (Jx=5-2)(/x=5+2)_

X~>9 x-9 X~>9 x-9 X~>9 (X 9)(\//\/ 5+2)
lim X - 9 lim;=l
X—>9(x NWx-5+2) *9Jx-5+2 4

f'(9)=)|(im

six#0
2.- Estudiar la continuidad y la derivabilidad de la funcion f(x)=11, e% en x,=0.
0 six=0

Lo primero es estudiar la continuidad:

= i =0 lim
x—0"

+ 0 1
1+eX lrex

f(0)=0; llm

= % =0, por tanto la funcion es continua en x=0.

Veamos ahora si es derivable:

Wiy, o
1
mLGISHO) _ i 1+ ex LR —=0
x—0" X x>0t X x—0" Y
l+ex
Vil
1
EEE o TS A
x—>0 X x>0~ X x>0~ -
1+ex

Vemos que las derivadas laterales en x=0 no coinciden, por tanto la funcién f(x) no es
derivable en este punto.

Asi que la funcién es continua en cero, pero no es derivable.

3.- Sea k un nuimero real y f una funcion real definida sobre R, mediante

Osix=0

¢) Calcular la derivada de f en el punto x,=0
d) Calcular la funcion derivada

£0x) = {Xzsen%+ kx si x=20

xzseni+kx—0 xzsenl+kx
a) 7(0) = f(X) f(o) _ lim x lim——— X Jim xsen—+ k= k
x—0 X—O x—-0 X x—0 X

2xsen l +x° cos(lj-(_—g] +k sik=0
X x )\ x

k six=0

b) #(x)=
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£ (x) = 2X5‘e/7% - cos(%) +k sik=0
k six=0
3x+5 si x<-1
4. - Estudiar la derivabilidad de la funcion f(x)=12 si -1<x<1

x2-3x+1 six>1

Para que una funcién sea derivable en un punto, antes ha de ser continua, vemos a
simple vista que la funcidn f(x) es continua en x=-1 porque sus limites laterales coinciden y
ambos coinciden con el valor de la funcion en el x=-1, veamos si es derivable en este punto:

3x+5-2 = 3()(+1):3

A1) = lim Z=FED
x—>-1" x+1 x—-1" x+1 xo-1" X+1

Aty = lim TX=FED 22 i 0 0 5 1 determinado.
x—>-1+ x+1 x>t X+l x5 x+1 0

Por tanto la funcién no es derivable en x=-1

Veamos en x=1, Veamos a simple vista que los limites laterales no coinciden, por la izquierda es
2 y por la derecha es -1, por tanto la funcién no es continua, y por tanto fampoco es derivable
en x=1.

Asi que podemos decir que la funcion no es derivable ni en x=-1, ni en x=1. En los restantes
puntos de R si es continua y derivable, por ser una funcién definida a trozos con tres ramas
ambas polinémicas.

3 .
x°—xsix<-1
5.- Calcular a y b para que la funcion f(x)=1 B sea derivable.
ax +bx six>-1

Como ya sabemos, para que una funcién sea derivable, ha de ser continua, por tanto:
lim F(x)= lim x*-x=0

Xt o 2 Para que sea continua, a=b
lim f(x)= lim ax“+bx=a-b
x—-1" x—>-1t

Veamos si es derivable:

Vamos a calcular las derivadas laterales en x=-1:

3
Alr)= lim TXFED o X mx—avh o XD D) a2
x—>-1" x+1 x—>-1" x+1 x—-1" x+1 x—>-1"
2
£1) = lim f(x)-7(-1) _ lim 9 +tbx-a+b _ lim a(x +D(x -1+ b(x+1) _
x—>-1F x+1 x—>-1" x+1 x—>-1F x+1
lim alx-1)+b=-2a+b
x—>-1"

Y para que sea derivable ambas derivadas han de ser iguales. Por tanto:
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a=b ‘
{_ 2a+b=2 2 a=b=-2 Por tanto f es derivable para a=b=-2

6. - Calcular las derivadas de las funciones:

f(x):se):zx g(X)zfgz(gj hx) =1+ x*  I(x)=(Arcsenx)""

£(x) = 3x°%(sen’x) - x°2senx cos x _ 3x*sen’x — x*sen(2x)

sen*x sen’x
, X A x)) 1 X of X
—2tgl S 14197 2| |2 =tg| = [ 14197 =
gx) 9(2)(”(2)]2 9@(”(2])
3
B () = — et = — 2
2Vl + x* 1+ x*

Para la dltima aplicaremos derivacion logaritmica:

In(I(x))= In(/lrcseﬂ,\’)c052 X 3 In(I(x)) = Cos’x-In(Arcsenx)

Derivamos:
I'(x) = 2-senx-cos x-In(arcsenx) + L cos® x
I(x) arcsenx \J1— x?
Operamos y despejamos I(x):
2
I' =0 (x){sean‘ln(a/’csenx)Jr 2 1 J
arcsenx /1 x?

De donde:

2
I (X) (A/"CSZHX)COS ol (53/72/\"|n(af'csen)() 4 Cos™ x ! 1 ]

arcsenx \J1_ x?

7.- Derivar y simplificar:

f(x):Arc@iJr—i—Arcfgx g(x)= (——%J A/"csenx+—\/ -
F(x) = 1 A-x)+Q+x) 1 1 2 1
‘1 1ix)P  (1-x) 1+x? (1-2x+x¥)+1+2x+x%) 1-x)° 1+x%
+(1_XJ 1-2x+x°
2 ot 11
20+ x%) (1-x)? 1+x? 1+x® 1+x?
1-2x+ x°
"(x) = xarcsenx + X—Z—l 1 _x? X ( 2x)=
g 2 4 _Xz g */
2x% -1 1-x? x° (2x “D+(1-x*)-x?
xarcsenx + + - = Xarcsenx + = Xxarcsenx
41— x? 4 41-x? 41— x?

Matemdticas Verano 2008 © Ralil 6.M. 20



www.selectividad-cgranada.com

‘ selectividad cgranada
j— . Av.Hassan II - RABAT

8. - Calcular la derivada n-ésima de la funcién f(x)=e**

Empezamos calculando la primera derivada:
f'(x)=2e**

Calculamos la segunda:

F'(x)=2e*2=2%e*
Calculamos la tercera:

F''(x)=2%e**2=2%*"
Por lo tanto cabe esperar que la derivada n-ésima sea:

F(x)=2"-e*

Vamos a demostrarlo por induccién:

Sea f”(x)=2"-€*", entonces f"*V(x)=2""-e*, vamos a ver:

f’“‘l)(X) 2%)(”)(/\,) =dd_XZneZX - 2/762,\"2 — 2n+1‘22x

Por tanto queda demostrado que: |#”(x)=2"-€**

9.- Hallar un punto del intervalo [0,1], donde la tangente a la curva f(x)=1+x-x%,
sea paralela al eje de abscisas.

Si la recta tangente es paralela al eje de abscisas, es porque su pendiente es cero, entonces
en ese punto la derivada es cero:
f'(c)=0
Calculamos la derivada f(x):
f'(c)=1=2¢
Y tiene que ser igual a cero.

£(c)=0 > 1-2c-0> cz%

Vemos que el punto donde la curva de f(x) tiene una tangente de pendiente cero, o paralela al
eje OX, es en el x=0,5, que por supuesto pertenece al intervalo [0,1].

3
10. - Hallar los puntos en los que la tangente a la curva f(x)= X? -x?-3x+1 sea:

a) Paralela el eje OX
b) Paralela a la recta: g(x)=5x+3

¢) Perpendicular a la recta: h(x)= % +1
a) Sila recta tangente es paralela al eje OX, entonces su pendiente es cero. m=0.

f'(c)=0
F(c)=c*-2c-3

c=-1

}-) ct-2c-c=0> {
c=3

Entonces la curva de f(x) tiene rectas tangentes paralelas al eje Ox en los puntos x=-1y x=3.

b) Si la recta tangente es paralela a otra, entonces su pendiente es la misma que la de
esta otra recta. Por tanto aqui m=5.
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Asi que:
f'(c)=5
F'(c)=c*-2c-3

—4
}-) ¢?-2c-3-53 *-2c-8-0 > {Z_ ,

Entonces la curva de f(x) tiene rectas tangentes paralelas a la recta y=5x+3 los puntos x=-2 'y
x=4.

c) Si la recta tangente es perpendicular a otra recta, entonces su pendiente es la
opuesta de la inversa, es decir: Si como en este caso la pendiente de la recta es

1 . . ' , . . "
m=3. lo que hacemos es invertirla: m'=3,y después le cambiamos el signo: m''=-3.

Por tanto:
F'(c)=-3

» ) c=0
. ) > c"-2c-3=-3 > c"-2c=0 >
f'(c)=c*-2c-3 c=2
Entonces la curva de f(x) tiene rectas tangentes perpendiculares a la recta §+1 en los

puntos x=0y x=2.

- Halla el punto de la curva f(x) =In(l1+x%)en el que la tangente es perpendicular a la
tangente trazada por el punto de abscisa x=1.

En este ejercicio lo primero es calcular la recta tangente en el punto x=1.

2x

Calculamos f'(1): 7'(x)= 1522

2> ()= % =1, por tanto la pendiente de la recta tfangente en

x=1es m=1.

Como dicen que es perpendicular, la invertimos y le cambiamos el signo: m'= -1
Asi que:

f'(c)=-1 5
, 20+ 1D 20=1-2> P+2c+1=0> (c+1f =0 > c=-1
F=1ra) e

Entonces la curva de f(x) tiene una recta tangente perpendicular a la recta tangente trazada
en el punto x=1 en el punto de abscisa x=-1.
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