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Tema 3: Aplicaciones de las Derivadas

3.1.- Crecimiento y decrecimiento de una funcion

Sea f una funcién definida en el intervalo I. Si la funcién f es derivable sobre el intervalo I,
se verifica:

e fescrecienteenI > f(x)>0 vxel

e fesdecrecienteenI 2 f'(x)<0 vxel

e fesconstanteenI = f'(x)=0 Vvxel

e f esestrictamente crecienteenI & f'(x)>0 vxerl

e f esestrictamente decrecienteenI = f'(x)<0 Vx el

Una funcidn no es siempre creciente nhi siempre decreciente, sino que tiene intervalos en los
que es creciente, e intervalos en los que es decreciente.

Para hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento 5 \ i >< j 5
de una funcién f definida en [a,b], hemos de considerar: ' y '
54
e Losextremos ay b del intervalo y
e Los puntos donde f'(x)=0. 0
e Los puntos donde no existe f'(x) 151

Tendremos asi los posibles extremos de los intervalos en los que cambia de sigho f'(x).

3
Ejemplo 1: Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion f(x)= ZX 2
X —
Lo primero que tenemos que hacer es calcular la derivada de f (X)
2 2
f ()= LAZZ) y la igualamos a cero para obtener sus raices:
(-4
x=0
2 2
Fon=2C12 g 5 xext12)-0 > {x =12
X2 -4
( ) X =-412
Dibujamos una linea recta en la que ponemos los puntos que hacen la derivada O, y los puntos donde no estd
definida la derivada, -2 y 2.

f(x)>0 f(x)<0 f(x)<0 f(x)<0 f(x)<0 f(x)>0
|

/v—\/1|_2\|2\(|)\+|2\+\}§/v

f(x) es creciente en el intervalo (— oo,—\/ﬁ)u (\/1_2,+oo)
f(x) es decreciente en el intervalo (— \/E,—Z)U (-22)u (+ Jﬁ,+oo)

Simbolizamos con / que la funcidn es creciente, y con \ que es decreciente.
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3.2.- Maximos y Minimos de una funcion.

e La funcién f tiene en el punto x, un mdximo relativo si existe un entorno E de x,
tal que para todo x de E se verifica: f(x) < f(x,).

e La funcidn f tiene en el punto x, un minimo relativo si existe un entorno E de x,
tal que para todo x de E se verifica: f(x) > f(x,).

También podemos decir que:

e La funcion f posee un mdximo relativo en el punto donde cambia de ser creciente a
ser decreciente.

e La funcion f posee un minimo relativo en el punto donde cambia de ser decreciente
a ser creciente.

Si la funcién tiene en x, un mdximo o minimo, se dice que f tiene un extremo en x,, y en ese
punto 7'(x,)=0.

e Sila desigualdad f(x) < f(x,) se verifica para todo x € I, la funcidn tiene en x, un
madximo absolutoen I.

e Si la desigualdad f(x) >f(x,) se verifica para todo x € I, la funcién tiene en x, un
minimo absolutoen I.

En el ejemplo anterior:
f(X) tiene un mdximo en x =12  £(—/12) =-343 enel punto (— «/ﬁ,—Sﬁ)
f(X) tiene un minimo en x =412 #(J12) =343 en el punto (\/ES\E)

3.3.- Concavidad y Convexidad:

Sea f una funcién dos veces derivable en un intervalo I, decimos que:

CONVEXA

e La funcién f es convexa si f'(x) >0 &/
COMCAVA

e La funcion f es céncava si f'(x) <0 ﬂ
b

A los puntos donde una funcién cambia de cdncava a

convexa o viceversa se les llama puntos de inflexion, y en y=1)
ellos ocurre que f"(x)=0.
En este ejemplo, la funcién tiene en x = O un punto de i

inflexién.

Matemdticas Verano 2008 © Ralil 6.M. 24



www.selectividad-cgranada.com

‘ selectividad cgranada
— Av. Hassan Il - RABAT

En la funcién £(x)= Vamos a calcular ahora los puntos de inflexidn. Para ello trabajamos con la segunda

X
X2

derivada. f''(X) . Calculamos f"(x).

2 2
'(x) :—SX(X ) y la igualamos a cero 7''(x)= Exlatitc) =

(X2_4)3 (X2_4 0> 8x(x2+12)=0 9 x=0

£(x)<0 (x)>0

A 0 U

Por tanto, la funcién #(x)=

3
; Tiene un punto de inflexién en el punto (0,0)
X 4

3.4.- TEOREMAS IMPORTANTES:

3.4.1.- Teorema de Rolle:

Sea f una funcion real que cumple las condiciones:
» Estd definiday es continua en [a,b]
= Es derivable en (a,b)
= f(a)=1(b)

entonces existe al menos un punto ¢ € |a, b tal que #'(c) =0

Geométricamente, quiere decir que si se cumplen todas las propiedades, entonces la curva de f tiene en c una
recta tangente que es paralela al eje OX.

™ e o bvac SN

a C b c b

Ejemplo 3: Comprobar que la funcién f(x) = -x? + 2x + 5 cumple las condiciones de teorema de Rolle en el
intervalo [-1,3] y que efectivamente verifica ese teorema.

La funcidn f(x) es una funcién polinémica y por tanto continua en tfodo R, por tanto continua en [-1,3],
por ser polinémica es derivable en R y por tanto lo es también en (-1,3).
Calculamos f(-1)=2 y calculamos f(3)=2, por tanto cumple las tres propiedades del teorema de Rolle, entonces
tiene que existir un c, del intervalo (-1,3) tal que f'(C)=0.
Calculamos f'(x)=-2x+2 y la igualamos a 0. & x=1. Entonces en el punto x=1, la tangente a la curva es paralela al
eje OX.
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3.4.2.- Teorema del Valor medio de Lagrange.
Sea f una funcion real que cumple las condiciones:

* Es continua en [a,b]
* Es derivable en (a,b)

fib)-f
rg= FOIO

Entonces:
Eib)

existe al menos un punto c < la, b[ tal que F'(c) = —f(bb) - Z(a)

Geométricamente, el teorema del valor medio nos dice que entre los puntos
a y b existe un punto c en el que existe una recta tangente a la curva que 202
es paralela a la recta que une los puntos a y b.

Ejemplo 4: Aplicar el teorema del valor medio a la funcién [0,1] > R , dada por f(x)=x(x-2). Halla el valor de C.

La funcion es continua y derivable en todo R, por tanto en [a,b]. Calculamos f(0)=0y f(1)=-1.
r6)-7a) _ 4

b-a '
Derivamos: f'(x)= 2x-2 e igualamos a x=-1; encontramos 2x=1. & x =05

Entonces existe ¢ ¢ Ja, b tal que 7'(c) =

3.4.3.- Teorema de Cauchy:
Si f y g son funciones que cumplen las siguientes condiciones:

» Estdn definidas y son continuas en [a,b]
= Son derivables en (a,b)

= g(a)#9(b)

* g'(x) no se anula en ningln punto de (a,b)

fc) _7(b)-f(a)

entonces, existe al menos un punto ¢ € |a, b| tal que — =% =
i LM S o mp

Ejemplo 5: ¢Se puede aplicar la férmula de Cauchy a las funciones definidas por f(x)=x’y g(x)=x° en el intervalo
[-1,172.

Ambas funciones son continuas en [-1,1]y derivables en (-1,1), y tenemos que g(-1)=-1 no es igual a g(1)=1.
Calculamos g'(x)= 3x?, pero vemos que se anula en x=0, por tanto no podemos aplicar Cauchy.

3.4.4.- Regla de L Hopital
Sean f y g dos funciones reales que cumplen las siguientes condiciones:

0 las funciones f y g son derivables en un entorno E del punto a.
o f(a)g(a)=0

o Existe lim M
x—a g (X)

Entonces se cumple que: lim ) i £

x—a _g(X)  xoa g' (X)
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Si f'(a) = g'(a) = 0, siendo las funciones f'(x) y g'(x) derivables en a, se puede aplicar otra vez
la regla de L'Hadpital, y asi sucesivamente.

, . senx—x
Ejemplo 6: Calcular lim ———
x—0 Tgx — X

0
Este limite es una indeterminacion del tipo 6 , como ambas funciones son derivables en R, y ademds son nulas en

0, podemos aplicar L* Hopital, de forma que:

. senx —x . cosx —1 . 2 cosx-1 . 2 1-cosx
lim = i = lim cos e lim (—cos® x)- =
x—0 fgx - x X%O#_l x—0 1-cos®x x—0 (1-cos x)-(1 +cosx)
cos? x
—cosx -1

T x>0l+cosx 2

De las 7 formas indeterminadas que vimos en el capitulo 8 de funciones y continuidad, la Regla

de L'Hopital solo es aplicable en los casos % e Sin embargo todas las otras

0

indeterminaciones pueden reducirse a estas dos.
Caso Indeterminacion 0«
- B . . ‘B A e f(x) O
Si limf(x)=0y lim g(x)=woentonces: lim f(x) g(x)=000= lim —[ =5 - Quese puede
X—a X—a X—a X—a 0
9(x)
resolver con la regla de L'Hopital.
Caso Indeterminacion « —»
1 1
lim 7(x)=lim g(x)=wx; entonces lim[f(x)-g(x)]=0-x y lim M que se
X—a X—a X—a X—a
f(x)g(x)

puede resolver con L'Hépital.

0100

’

Caso de las indeterminaciones: 0°, ©

Para estas utilizaremos: A% =e®"“, de modo que las tfres indeterminaciones se reducen a

formas %,2 , que se pueden resolver mediante la regla de L'Hépital.
o0

3.5.- Optimizacion de Funciones:

Los problemas de optimizacién son una de las aplicaciones mds inmediatas e
interesantes del cdlculo de derivadas. El problema es determinar los extremos relativos
(mdximos 6 minimos) de una funcién.

Procedimiento a la hora de plantear un problema:

a) Expresion de la magnitud que se desea optimizar. (Por ejemplo el drea)

b) Si la expresién a optimizar tiene mds de una variable, relacionarlas mediante las
condiciones del enunciado.
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c) Sustituir en la primera expresién, de forma que esta solo dependa de una variable, y
esta serd la funcion a optimizar f(a).

d) Imponer la condicién de extremo relativo, esto es, primera derivada igual a cero y
despejar la variable a. {f'(a)=0 y calcular valores de a}.

e) Mediante la segunda derivada comprobar si el extremo es mdximo o minimo:

>0 —> aes minimo
>0 — a es mdximo

Si f"(a){

f) Calcular el resto de variables y el valor de la funcién optimizada.

Ejemplo 7: Hallar las dimensiones del mayor rectdngulo inscrito en un tridngulo
isdsceles que tiene por base 10 cm y por altura 15 cm.

La superficie del tridngulo se calcula: S =x-y .

Al tener dos tridngulos semejantes se cumple que: % = 1517;)/ ,de donde: x = @

Sustituimos en la expresién de S, y tenemos: S = @-y = %(15}/ - yz)

Derivamos: S'= %(15 - 2y) e igualamos a cero: 5'=0 < %(15 - Zy) = 15

De donde obtenemos: y = % yde x = @ , obtenemos el valor de x: x =5

Para ver si es mdximo o minimo, calculamos la segunda derivada: y''= %(—2) = ? <0. ) Y
15 10

Por tanto para que el drea sea mdxima, ha de ocurrir que x =5 e y= >

3.6.- Ejercicios :

1.- Estudiar el crecimiento y decrecimiento de la funcién #(x)=(x -1)e*
2.- Hallar el conjunto de definicién de la funcidn #(x) =In[(x —=1)(x - 2)]

3.- Demostrar que la ecuacién x*-36x+10=0no puede tener dos raices reales en el
intervalo (-1,2).

4 - Demostrar que la ecuacién x° +x-1=0 tiene exactamente una raiz real entre Oy 1
2

5.- Se considera la funcion £(x)= Estudiar los intervalos de crecimiento,
X

decrecimiento y los extremos relativos.

6.- Encontrar las funciones polindmicas de la forma 7(x)=ax®+bx?+cx+d cuya segunda
derivada sea x-1.

s . -~ . -1
¢Cudles de ellas tienen un minimo relativo en el punto (4?)
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7.- Dada la funcién 7(x)=ax>+bx?+cx+d , Hallar los coeficientes a,b,c,d sabiendo que la

ecuacién de la tangente a la curva en el punto de inflexidn (1,0) es y=-3x+3 y que la funcion
presenta un extremum en el punto de abscisa x=0.

8.- Dada la funcién 7(x)=ax> + bx®+cx +d . Hallar los coeficientes a,b,c,d, sabiendo que la
funcién tiene un maximo en (0,3) un minimo en x=2 y un punto de inflexién en (1,1).

9.- Dada la funcién definida en ]0,+[ #(x)=4%x , hallar sus mdximos y minimos.

10.- Estudiar el crecimiento y la concavidad de la funcion £(x)= IHTX

_x?

11.- Estudiar la concavidad de la funcién: 7#(x) =LeT

N
12.- Consideremos la funcién la funcién £(x) = x —In(x? +1)
a) Determina sus mdximos, minimos y puntos de inflexién
b) Determina sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.
13.- Calcula los siguientes limites:

a) li X — senx b) lim (1—cos,:)-senx ¢) lim fgx — x d)lime —/2\/—1

x=0 X + 5en3x x50 X x>0 X — Senx x>0 x

. x(e* -1) . e _x-1 . - 1 1 - 1
e) lim— 2% — </ lims——=—- lim#gx-nx  h) lim =1 i) lim|ctgx - =
)x»0cosx—5enx+x—1 x-0 2x% - x3 9) PG ) x>0\ senx x ) N X

J) lim

x—1

1
e 1 . 1 1 - . 2 )
- iy 2 X2 senx
[ex_e x—l] k) 'x'm)(ln(hx) x] ) 'Xlif(\)[ > j m) lim(cos2x) n) lim x

fi) lim [%]W

x-0{ x

14 - Halla dos nimeros cuya suma es 20, sabiendo que su producto es mdximo. Sol.: 10,10

15.- Determina dos ndmeros cuya suma sea 24 y tales que el producto del uno por el cubo del
otro sea mdximo. Sol.: 18,6

16.- Descompon 100 en dos sumandos tales que el cuddruplo del primero mds el cuadrado del
segundo sea minimo. Sol.:98, 2

17.- Halla la altura del cono de volumen mdximo que puede inscribirse en una superficie
esférica de radio R. Sol.: x=4R/3

18.- Se quiere vallar una campo rectangular que estd junto a un camino. Si la valla del lado del
camino cuesta 8 euros/m vy la de los otros 1 euro/m, halla el drea del mayor campo que puede
cercarse con 2880 euros. Sol.:115200m?

19.- De todos los tridngulos isdsceles de 12 cm de perimetro, halla las dimensiones de los
lados del que tenga drea madxima. Sol.:4,4 4.

21.- Dividir un segmento de 60 cm en dos partes, con la propiedad de que la suma de las dreas
de los tridngulos equildteros construidos sobre ellas sea minima. Sol.: 30cm y 30 cm.

22.- Entre todos los rectdngulos inscritos en una circunferencia de radio 12 cm, calcula las
dimensiones del que tenga drea mdxima. Razona el proceso. Sol.: cuadrado.
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1. - Estudiar el crecimiento y decrecimiento de la funcion f(x)=(x —1)e*

El dominio de definicién de esta funcion es todo R.
Calculamos la derivada de la funcidn:
Fi(x)=e"+(x-1)e" =e*(x+1-1)=xe*

Igualamos a cero, y calculamos los posibles puntos de cambio monotonia.

F(x)=0=x=0

—00

0

+00

f'(x)

0

+

f(x)

4

Min

M

Por tanto la funcién f(x)
es decreciente en |- »,0]
es creciente en [0,+o0

2. - Hallar el conjunto de definicion de la funcion f(x)= In[(x -1)(x - 2)]

El conjunto definicion son los valores de la variable independiente x, para los que la variable

independiente f(x) estd bien definida. En este caso los valores que hacen que (x-1)(x-2)>0.

Por tanto (x-1)>0 y (x-2)>0, de donde x > 2

Y (x-1x0y (x-2<0 =2 x <1

Por lo tanto: Dom(f)= | w0 [U/]2, oo

Para los intervalos de crecimiento, calculamos su derivada:

’ . 2x-3 ! 3 _3
f(X)_—(X—l)(X—Z) F(x)=0= x=3
3 +o0

—0 1 > 2
fx)| - | AV. 0 AV.| +
f(x) | W | AV. | NoDefinida | AV. | ¥

3. - Demostrar que la ecuacion x* —36x +10 =0 no puede tener dos raices reales en el
intervalo (-1,2).

Definimos la funcién £(x)=x*-36x +10, como es polindmica su dominio de definicién es

todo R.

Por tanto la funcién f(x)
es decreciente en |-« 1]
es creciente en R +oo

Calculamos su derivada: #'(x)=3x°-36 vy la igualamos a cero:
F(x)=3x2-36=0 x =123
Estos son los posibles puntos donde la derivada cambia de signo, (y donde la funcidn f(x)
cambiaria su monotonia) y ninguno de ellos se encuentra dentro del intervalo (-1,2). Por tanto

la funcién f no cambia su monotonia en este intervalo.

1] * nfle 11" o200

Veamos como es la derivada en el O por ejemplo. Vemos que f'(0)=-36, por tanto la funcién es
decreciente en este intervalo.

Entonces la ecuaciéh x* -36x+10=0 en el intervalo (-1,2) solo puede tener una solucién,
porque su monotonia ho cambia, y solo podria cortar con el eje OX en un punto.
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4. - Demostrar que la ecuacion x° +x —-1=0 tiene exactamente una raiz real entre O y 1.

Como en el caso anterior, definimos una funcién £(x)=x°+x -1 en el intervalo [0,1], que es
continua por ser polindmica.

Calculamos su derivada e igualamos a cero: 7'(x)=5x*+1, como esta derivada es siempre
positiva, la funcion es siempre creciente. Vamos a ver si corta al eje.

Aplicamos el teorema de bolzano en el intervalo [0,1], Como f es continua en [0,1] y como

f(0)=-1 y f(1)=1, la funcién cambia de signo en este intervalo, entonces segin Bolzano:
Jce(01)/f(c)=0

Por tanto esta funcidn solo corta al eje X una vez por ser siempre creciente, y el punto de
corte c estéd en el intervalo (0,1).

Asi que la ecuaciéh x° + x —1 =0 tiene solo una solucién real entre Oy 1. N

2

. .. X . . .,
5. - Se considera la funcion f(x)= Estudiar los intervalos de crecimiento,

decrecimiento y los extremos relativos.

/".
A

El dominio de definicidn de esta funcién es % - {1}, calculamos su derivada:

Py

2x(x-1)-x* x%®-2x x(x-2) /./

Fx)= (x-1?  (x-1?% (x- 1
Esta derivada es cero: yd
_ =0 7
o x(x 122) - {x_z
(x-1) o Por tanto la funcién f(x)

—0 | O 1 2 | +o es decreciente en [0,1[U]1,2]
fi(x)| + O | - [Nodefinida | -| O | + es creciente en |- ,0U[2 400
£(x) Max | AV 2| Min Mdximo Relativo (0,0)

” 2 Minimo Relativo (2,4)

6. - Encontrar las funciones polinomicas de la forma f(x)=ax®+bx® +cx+d cuya sequnda
derivada sea x-1.

cCudles de ellas tienen un minimo relativo en el punto (4%) .

Calculamos la primera derivada de f(x): 7'(x)=3ax® +2bx +c
Y después calculamos la segunda derivada: 7'(x)=6ax +25b

Igualamos ambas:

1

6

2b-1p-_t
2

ba=1->a-=

bax+2b=x-1= Asi que las funciones cuya segunda derivada es x-1 son

funciones de la forma: #(x)= %X3 —%XZ +ex+d

Si ademds tienen un minimo en el (4%) ,ocurre que £(4) = —% y que 7'(4)=0.
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Por tanto:

FX)=3ax’ +2bx+c > F(4)-48a+8b+c-0 > f‘(4)=%—§+c:o > C=-4

F(xX)=ax’+bx* +cx+d > f(4):%—%—16+0’:%1 > d=-11+8+16 = d-13

Por tanto la funcién de la forma #(x)=ax®+ bx* +cx +d cuya derivada segunda sea x-1y

L. . -1\
que ademds tienen un minimo en 4,? es:

F(x) =%X3 +—%X2 —4x+13

7.- Dada la funcion f(x)=ax*+bx*+cx+d, Hallar los coeficientes a,b,c,d sabiendo que

la ecuacion de la tangente a la curva en el punto de inflexion (1,0) es y=-3x+3 y que la
funcion presenta un extremum en el punto de abscisa x=0.

F(1)=0 f)=a+b+c+d=0
Si presenta un extremun en x=0 = f'(0)=0 = £'(x)=3ax*+2bx+c=f(1)=c=0

(1) = " _d h = =
Si (1,0) es punto de inflexién:{f =0 > {f g~ Y(1[Qa +25=0

Si  en x=1 tiene una fangente de pendiente m=-3 >  f(1)=-3
D F(x)=3ax* +2bx+c=F (1)=3a+2b+c=-3

Con todas estas ecuaciones, fenemos que:
1) (6a+26=0
) |[a+b+c+d=0
(3) |c=0
(4) |13a+2b+c=-3
De (1)-(3) obtenemos que: 3a=3 = a=1

Sustituyendo en (1) obtenemos b=-3
Y de (2): d=3-1=2
Por tanto la funcién es F(x)=x*-3x%+2

8.- Dada la funcion f(x)=ax®+bx*+cx +d . Hallar los coeficientes a,b,c,d, sabiendo gue
la funcion tiene un mdximo en (0,3) un minimo en x=2 y un punto de inflexion en (1,1).

Del mdximo en (013){7‘(0) =3 5 {f(o) _d=3

F(0)=0 F'(x)=3ax%2bx+c=F'(0)=c=0

Del minimoen x=2 2 £'(2)=0 2 F'(x)=3ax’+2bx+c=F'(2Q)=ba+4b+c=2
=1 _){f(l):a+b+c+a’:1

(=0 F'(x)=bax+2b=F"'(1)=6a+2b=0

Con todas estas ecuaciones tenemos:

Del punto de inflexién en (1,1) & {
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Q) ([a+b+c+d=1

(2) |[6a+2b6=0
3) [c=0
(4) |d=3
De donde:
(2)-2(1)> 4a-6=-2 2 a=1
Y de (2) b=-3

Por tanto la funcién es: F(x)=x*-3x%+3

www.selectividad-cgranada.com

9. - Dada la funcion definida enl0,+x| 7(x)=%x , hallar sus mdximos y minimos.

Calculamos su derivada, como es una funcion elevada a otra, aplicamos derivacién logaritmica.

1

ARY=E
Aplicamos logaritmos
1
InF(x)=Inx~ > Inf(x):%lnx

Derivamos:

fx_-t, .t

f(x) 2 2
Despejamos:

f'(x)=0 < (1-Inx)=0 =>» Inx=1 > x=e

0 e 400
fe)| - | 0 | +

100 | /| max | N\

Por tanto la funcién f(x)
es decreciente en [e,+o]
es creciente en [0,e]

10. - Estudiar el crecimiento y la concavidad de la funcion f(x)= MTX

El dominio de esta funcién es J0,+oo|
Calculamos su derivada:

1-Inx

f'(x)=XX2 =—7 P F(N=0ex=e

0 e 400
f'(x)| - 0 +

f(x) / Max \

Por tanto la funcién f(x)
es decreciente en [e,+x[
es creciente en [0,¢]

Para estudiar la concavidad y convexidad utilizamos la 2% derivada:

f presenta un mdximo Absoluto en el punto (e,lj

1
f presenta un mdximo Absoluto en el punto (e,eej
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1-Inx
XZ
-x—-2x(1-Inx) x(-1-2+2Inx) 2Inx-3
4 - X3 - X3

f'(x)=

£ (x) = 2 F'(X)=0cx=e

Por tanto la funcién f(x)

njw

0 e o es convexa en |:eg,+00|:
Fl -] 0 |+
f(x) | U | PInflexién | N

3
es cdncava en }O,ez}

f presenta un punto de inflexién en el punto (

11. - Estudiar la concavidad de la funcion: f(x)=——e 2 -

El dominio de esta funcién es todo R.

Calculamos su primera derivada: _—

Ahora calculamos su segunda derivada:

3
2

www.selectividad-cgranada.com

%2 2 X

1, x .1
\Ner Ner

A 2

F'(x)=0= x=+1
- -1 +1 +00
f(x) + 0 : 0 A
f(X) U | PInflexion | [\ | PInflexin | U

Por tanto la funcién es convexa en |- oo,~1]U[1,+o0f
Y es céncava en [-1,1]

. h A 1 1
La funcién presenta puntos de inflexiénen | -1,—— | yen |1, ——
P P ( \2rne ] Y ( \2rne J

12. - Consideremos la funcion la funcion f(x)=x - In(x2 + 1)

a) Determina sus mdximos, minimos y puntos de inflexion
b) Determina sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

El dominio de definicién de esta funcién es todo R.
Calculamos su derivada: /

f'(x):l—% 3 F(x)=0eox* 2x+1=0e (x-1 =0 x=1
+ /
—oo +1 +o0”
F(x) . | 0 | +

() / S/
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La funcidn es siempre creciente, por tanto no tiene mdximos ni minimos.

Para ver sus puntos de inflexién calculamos la 2% derivada:

2x
x%+1
£ (x) = 2(x +1)-2x2x _ 2x*+2-4x* 2(x*-1)
(x? +1f (x2 +1f (x® +1)?

F'ix)=0=x2-1=0=>x=+1
Por tanto la funcion presenta sendos puntos de inflexién en los puntos de abscisas x=-1y x=1.

13.- calcula los siguientes limites:

x—-senx QLH . 1-cosx
a) lim =i

Hox+sen3x "0 x>01+3cos3x 4

(1 cosx) senx 0 ol im (1-cos x)-cos x + senx(senx) lim cos x —cos® x +sen’x

b) XHO x? O X»O 2X x—0 2x
. cosx+1-2cos?x OLH . senx+2senx
lim R + -
x—0 2x 0 x-0 2

. fgx-x O0tH. l+fgix -1 tg’x  OtH . 2fgx(l+1g°x) QLH

lim—=2—=— = lim = lim = lim—L——Z—~=— =
o) x>0 x —senx 0 x>0 1—cosx HOI cosx 0 x-0 senx 0

lim 2:(1+1g°x)? + 2tgx(2tgx (1 + tg° x)) 2+2tg*x +2tg°x + 4tg°x + Atg*x 2

= lim =2
x—0 CosS X x—0 cosS X 1
e"-x-1 0uvH e*-1 0LH, e 1
d) lim&—X==_>2""7 e - E N ¥
)XI~>O )(2 O X'[R) 2x O x>0 2 2
e) lim x(e* -1) OLH“m (e -1+ xe* 9LH|Im 2e” + xe” 12_2

x>0cosx —-senx+x—-1 0 xs0—senx—-cosx+1 0O x-0-cosx+senx -1

f) lim senX_X_l_oLHI Cosx,esenx_l_oLHl —s‘eﬂx-e“”’(+coszx-e“’”_l

S 2 X% 0 A0 4x_3x7 8 4_6x 4

1
Inx 0O¢ 5 ; —tg°x 0LH

lim fgx-Inx =00 = li == = |

o ¥ Imi 0 le’—(lﬂ‘_qX) X'—I1>10X(1+7‘_qx) 0
9) tgx tg°x

—2tgx(1+ 1g°x)

= I. -
S A+ 12 x) + x@rgx(L+ 1Px)) 1

. 1 1 . (x —senx OtH |, 1-cosx OcH
lim -~ |=w-—w=lim|—— | === |lim———— = — =

x>0\ senx x 0 «x-0senx+xcosx O
senx 0
lim

x-0COS X + COS X — xXsenx 2

h)
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| 1 cosx 1 . (xcosx—senx) OQCLH
umcfg ——|=lim ——|=lim/—————" |=— = |lim
) X x—>0 senx x) x-0 0

9
2

OL_H“m Senx + x cos x
0 x-0co0sS X +C0S X — Xsenx

. ( e 1 )
lim| ——-——|=
xlef-e x-1

www.selectividad-cgranada.com

COS X + XSenx —cos x _
senx + x cos x

li
xsenx X0

' e—e”

w—o0=lim
x -1

e(x-1)-¢e +eJ_ 0uH .

(& -Dx-1) ) 0 *Mer(x-D+(e -1)

J)
_ e-e* 0w im -e” _lim -1 -1
xslxe* -1 0 x-te¥+xe” x-il+vx 2
k)
1- 1 1+ x-1
lim (—1 1)200 |.m[—""(1”)j 9L gy ——Lex _ _jim Lex
ol In(l+x) x -0 xInl+x) ) O “oln(1+x)+L x>0 (1+x)In(1+x) + x
1+x
X
_ lim Lix _ lim a - L ~ lim ——
X_>o(1+x)|n(1+x)+x x—>0(1+x)|n(1+x)+x 0 X_)Oln(1+x)+1+1+x x>0n(1+x)+1+1
1+x 1+x
ln3x+2x

X x < lim lln[3x+2){} li 2
N o im
|im[3 3 X=1w=ex_>ox e ¥ B
2

eln«/g E- \/g

x—0
) 3¥ +2* x x
In (3In3+2In2)
. 2 (§) 2 In3+In2 1 1
lim——= 2=~ |im 2 — = ZIn6=In6? =Inv6
x>0 X 0 x50 B 2~ 2 2
2
3
3 lim ln(cost)X lim %In(cosZX) lim 3'"(“’252)() 6
IIm(COSZX)"’ =1" =¢gx~0 =lgx>0x = Celma =e
—bsen2x —3sen2x
. 3In(cos2x) 0Oc¢H . ' . —3fg2x OQiH
m) lim ( ) _0¢# lim —COS2X  _ |im _COS2X _ _ i, =3792% 0%/
x—-0 X 0 x—-0 2X x—0 X x—-0 X3 O
. —6(1+1g9%2x
_ i —0U+7gT2x)
x>0 1
i 1 senx i |
||m XseﬂX _ 00 _ l|m e|nxsenx . exino nx ’ exg\osenx nx _ eo :1
x—0 x—0
1
Inx 0+ X . sen’x _0um . sen2x
n) hm senxInx = Ooo—hm lim =i lim
50 ol | 1 0 x—0 —COSX T x50 — XCOS X O x>0 — COS X + XSsenx
senx sen’x
0
:—:0
-1
tgx 1 Yox
SERINEE) G et
lim S R lime 7 = gxs0 ¥ _er0” " g0 1
x—0 )(2 x—0
In 1 -2
N 1 X2 oLH v ) —2t9°x 2tgx
R) lim fgx-In— = 00 = lim —¥ Zlim—X—— = lim IX_ _im—2
X x»0 1 o0 x»O—l—gX X%O—X—X@X x»OX-}—ngX
Tgx tg°x

_QuH 4tgx(1+1g 2x)

O_

m =
0 x|+01+1'_q x +2tgx(1+1g°x) 1
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