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Tema 7: Determinantes, Matriz Inversa y Rango

El determinante de la matriz cuadrada A de orden n se simboliza por |A| o

escribiendo los elementos de A entre dos rectas verticales.

a, a, 1n
| A| _|“2 22 a,,
aml am2 amn

7Z.1.- Calculo de Determinantes de Orden [2x2)

Un determinante de segundo orden es igual al producto de los elementos de la
diagonal principal menos el producto de los elementos de la diagonal secundaria.

a b

c d 3 4

‘=ab—ca’ Ejemplo: -

_46--2

7.2.- Calculo de Determinantes de Orden [3x3)

Para calcular el determinante de una matriz de orden 3, utilizamos la regla de Sarrus:

a, G, G
|A| Gy G, Gyl= (011'022'033 T 0,030y + G374,y "Gy, ) i (013 Gy Uy + Gy "Gy Gy, +Gy°0), '033)
Gy Gy gy

pasitivos negativos
heRerad
Ejemplo: 56 7|=(-6+0+126)-(162+0-10) =120-152 = -32
9 0 -1

7.3.- Propiedades de los determinantes:

Las mds importantes, que conviene destacar son las siguientes:

1.-Un determinante que tiene todos los elementos de una linea (fila o columna) iguales a
0, es igual a cero.

1 07 1 2 3
Ejemplos: 2 0 3|=0 0 0 0/=0
3009 219
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2.-Un determinante que tiene dos lineas paralelas iguales es nulo.

=0 Porque lalinea 1y la 3 son iguales.

nN ol
w o~ W

1
Ejemplo: |2
1

3.-Un determinante en el que los elementos de una linea son mdltiples de los elementos
de una paralela a ella es nulo.

=0 Porque la linea 3 es la linea 1 multiplicada por 2.

AN
o 0 W

1
Ejemplo: |9
2

4.-Un determinante en el que los elementos de una linea son combinacion lineal de los
de otras lineas paralelas a ella es nulo.

3
9|=0 Porque la columna 3 es la sumadelaly la 2.
5

© O N

1
Ejemplo: |4
7

—_

5. - El determinante de una matriz cuadrada es igual al de su transpuesta.

|A| = |A|r Ejemplos: ; Z‘:—Z

)13

=2
-~

6.-Si se intercambian entre si dos filas (o dos columnas), el determinante cambia de

signo.
a b ¢ d e f a b c a ¢ b
d e fl=-la b ¢ d e fl=-|d f e
g h i g h i g h g i/ h

7.-5i se multiplican todos los elementos de una linea (fila o columna) por un mismo
numero a, el valor del determinante queda multiplicado por dicho nimero.

Eiemglo:; i[:-z E 2‘:12—18:—6=3-(—2)

8.- El determinante de una matriz triangular, es igual al producto de los elementos de la
diagonal principal.

2 3

Ejemplo: 0 2

0 0

9.-El valor de un determinante no varia, si a una linea le sumamos otra linea paralela
multiplicada por un nimero A, y los de otra paralela multiplicada por B, efc........

7 10

3 4 3 4

Ejemplo: || 3= -2 _28-30=-2
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10.- Sean A y B matrices de orden n, el determinante del producto, es el producto
de los determinantes.
48] =|l/8]

. , k
11.- Sea A una matriz de orden n, y sea k un nimero natural, entonces: ‘A" ‘ = |A|

Definicion: Una matriz se llama regular si su determinante es no nulo. (|A|¢O). En caso

contrario se llama singular. (Matriz Regular = Cuadrada + determinante no nulo)

7.4.- Menor complementario y Adjunto de un elemento

Dada una matriz cuadrada de orden n, se llama menor complementario del elemento
a;; al determinante de orden n-1, que se obtiene al suprimir la fila i, y la columna j (o la filay la
columna que se cruzan en aj). Lo representaremos por a,

Ejemplo: Calcular los menores complementarios de los elementos ais , as2 y azz de la siguiente matriz.

-1
293

-3 5

4 5
-3 1

2 3
Lo

2
g A

13 a7 22

Lo (O]

=-10, a,,= =19

3
1 a. =
5

w

Se llama adjunto de un elemento a; de una matriz, al valor del menor
complementario precedido del signo mds o menos seglin sea par o impar la suma de los
subindices i+]. Se representard por A;; y se suele escribir como:

— (—1)*-
A4 S o,
Los sucesivos adjuntos de los elementos de una matriz tienen signos (+ - + -
alternativamente (tanto por filas como columnas) positivos y negativos |- + - +
empezando por el primero que es siempre positivo, esto es: - o+ -

3.5.- Resolucion de un determinante de cualgquier orden
Meétodo de los adjuntos:

Es un método para resolver determinantes de cualquier orden. Para ello buscamos la
linea que mds ceros tenga. (Y si ho los tiene, procuramos hacerlos). Entonces el determinante
es igual a la suma de los productos de los elementos de una linea por sus respectivos adjuntos,
esto es:

1771 mn’in

|A|=a A +a,A,+..+a, A

Utilizando el método de los adjuntos y aplicando algunas de las propiedades de los
determinantes, podemos convertir el cdlculo de determinantes complicados, en otros
determinantes mucho mds sencillos.
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Ejemplo 7.1:
12 0 1
301 2
cal / 7 2
alcular el determinante i G
6 0 -1 5

Este determinante es de orden 4, aplicando directamente el método de los adjuntos por la fila 1, obtenemos:

o = W —
O N O N
= W = 0O
N O N =
L
o N O
—_ W
oo N
~
[« SN Y)
—_ W
oo N
s
o
o= W
oON O
o N
.
o= W
o N O
—_ W
OI'H\)O
—_ W
g o N
o
o= W
—_ W =
oo N
O\IL‘W
(@] V) (@)
—_ W =

Tendriamos que calcular 3 determinantes de orden 3, en los que es muy fdcil cometer algtn error.

Pero si intentamos buscar ceros combinando filas o columnas, podemos hacer que el defterminante sea de muy
fécil resolucién.

1201wt 2 o1 @'=Q) ‘
6 wimiltay) |6 1Y 1)'=(
301 2j@_o 6 1 Y@=@-30|_,|, 5 4 ((2)) o 3. ((23.:22)) -
12 3 0|3 0o 0o 3 -1]E)=3)-1 5
6 0 -1 5[(4) [0 —12 1 -1|(4)=(4)-6Q) L LG OgP g (RG3)+2(L)
3 1 1 Ei
=6‘3 _4‘:18‘1 1841 =18(-3)=-54

Hemos convertido un determinante de orden 4 en uno de orden 2 que se resuelve de manera mucho mds sencilla.

7.6.- Inversa de una matriz:

Dada una matriz cuadrada A. Se /lama inversa de A y se representa por A a la
matriz que multiplicada por la matriz A da como resultado la matriz identidad, es decir:

AXA = A'xA=T

La matriz A tendrd inversa si y solo si es cuadrada y su determinante es distinto de
cero, o lo que es lo mismo si A es una matriz regular. En la prdctica, para hallar la matriz
inversa de la matriz A, se siguen los siguientes pasos:

e Se halla el determinante de A.
" Si |4 =0, decimos que no existe la matriz inversa, 4.

= Si |A| #0 continuamos.

e Calculamos la matriz transpuesta de A. A™.
e Calculamos la matriz adjunta de A" y se divide por |A|

, . , L a1 A'

La inversa de una matriz A, viene dada por la expresién: |A™ = WadJ(At) = B
2 00
Ejemplo 7.2: Calcular la inversa de la matriz A=| 3 1 5
2 0

2
Lo primero es calcular su determinante: ‘A‘ =3
-2

o - O

0
5|=2, como es distinto de cero, calculamos la matriz
1
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2 3 -2 1 0 O
traspuesta. A" =|0 1 O |,y ahora la adjunta la transpuesta: adj(A’)=|-13 2 -10|.Y por dltimo, dividimos
g5 1 2 0 2
: ] 1 0 O
por su determinante: A =7aafj(/l")=~ -13 2 -10
A 2 0 2

7.7 .- Ecuaciones Matriciales:

La matriz inversa facilita la resolucion de las ecuaciones matriciales del tipo:
AX+B=C, cuando A es una matriz es Regular.
AX+B=C
De donde
AX=C-B
Y multiplicando por la izquierda por A™ en ambos lados de la igualdad tenemos:

ATAX = ANC - B)
Operando: (A‘I-A)X =AY (C-8B)

Dedonde: IX=X=A'(C-B)
Ejemplo 7.3: Resolver la ecuacion matricial XA= B +C , siendo:
1 2 U el O
0 e e Sl
0 Gl S
Despejando X en la ecuacioh dada, tenemos: XA=B+C
Multiplicando en ambos lados de la igualdad por la derecha por A : (xa)4a'=(8+c)A’
De donde: X(AA')=(B+C)A!

Y operando: X =(8+C)A"

1
Veamos ahora si A admite inversa: |A! =0 =10 Por tanto existe la inversa de A.
0

1 -1 1
Lainversade Aes A'=/0 1 -1,y lasolucién de la ecuacidn es:

X-(Bio)A =

7.8.- Rango de una matriz

Llamamos menor de orden p de una matriz al determinante que resulta de eliminar
ciertas filas y columnas hasta quedar una matriz cuadrada de orden p. Es decir, al

R A—LL L _—LICGGG—Ln—LLL LS. —————S—
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determinante de cualquier submatriz cuadrada de A (submatriz obtenida suprimiendo alguna
fila o columna de la matriz A).

En una matriz cualquiera An.n puede haber varios menores de un cierto orden p dado.
e Definicién 1°

RANGO de una matriz es el orden del mayor de los menores distintos de cero. Por tanto, el
rango no puede ser mayor al nimero de filas o de columnas.

e Definicién 2°

RANGO de una matriz es el nimero de lineas de esa matriz (filas o columnas) que son
linealmente independientes.

Una linea es linealmente dependiente de otra u otras cuando se puede establecer una
combinacion lineal entre ellas.

P. Ej., si fi1=2-f5- 3-f4, entonces decimos que f; es linealmente dependiente de f; y fa.

Una linea es linealmente independiente de otra u otras cuando no se puede establecer una
combinacién lineal entre ellas.

El rango o caracteristica de una matriz A se simboliza del siguiente modo
rang(A) o r(A)

e  OPERACIONES ELEMENTALES QUE PUEDEN REALIZARSE CON UNA MATRIZ PARA CALCULAR SU
RANGO SIN QUE ESTE VARIE

Intercambiar dos lineas entre si.

Suprimir una linea que tenga todos sus elementos nulos.
Suprimir una linea que sea proporcional a otra.

Suprimir una linea que sea combinacion lineal de otra/s
Multiplicar o dividir una linea por un nimero distinto de cero.
Sustituir una linea i de este modo : L; = a-L; + b-L;
Sustituir una linea i de este modo : L; = L; + a-L;

Noogsrwh@=

Las propiedades anteriores NO pueden ser aplicadas en el cdlculo de determinantes, pues
alterarian el valor de los mismos, excepto en el caso 7. Sin embargo, todas ellas pueden
utilizarse para averiguar el rango de una matriz sin que se modifique el valor de éste.

Como minimo, el rango de una matriz siempre serd 1, salvo para la matriz nula, cuyo rango es
cero.

Para poder calcular el rango de una matriz ésta no tiene por que ser necesariamente
cuadrada.

Una matriz cuadrada de orden "n", como mdximo su rango es .
Una matriz cuadrada de orden "n" es inversible (regular) si el rango es n. Es decir, cuando las
filas (columnas) son linealmente independientes.

Diremos que dos matrices A y B son equivalentes (A~B) si tienen el mismo rango.
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7.8.1.- Calculo del rango de una matriz

1° Método :Basado en el cdlculo de menores.

Comenzando por el orden k=2, se realiza el proceso siguiente (para una etapa A
cualquiera)

Se busca un menor « #0de orden 4, entonces el rango serd > &

Se afiade a dicho menor una fila /, y cada una de las columnas que en él no figuran,
obteniéndose asi menores de orden k+l. Si todos estos menores son nulos, significa
que la fila /7 es combinacién lineal de las & filas del menor anterior, por lo que
podemos eliminar esa fila.

Seguimos probando con las restantes filas, si todos los menores asi formados son
nulos, entonces la matriz tiene sélo 4 filas linealmente independientes, que son las
que aparecen en el menor, y por tanto su rango es A

Si alguno de los menores 4+l es distinto de cero, el rango es > A+l y repetimos el
proceso para otro orden A superior.

N = W =

Ejemplo 7.4: Calcular el rango de la matriz A=

Elegimos un menor de orden 2, por ejemplo a = ‘1

Elegimos otro menor de orden 3, «a =

oM O N

o = W =
o N O N
w ~ O
GO N =

5 ;‘:076:76;&0 = Rang(A)>2

—_ W =
N OoOnN

0
1|=(0+2+0)-(0+18+2)=-18 =0 - Rang (A):3
3

Elegimos uno de orden 4:

(1);(1)26?11—61—1 -6 1 1 -6 1 1| |6 11

o o _o " ‘1: 0 3 -1=(-D|0 3 1=(-1J0 3 1/=[0 3 1=0 > Rango (A)=3
2 -1 1 128 1 1 Q1 0 31

-1 5 [0 -12 -1 -1

Si al elegir un menor de orden 2 nos da O, elegimos otro, y asi sucesivamente hasta elegir
todos, si todos son O, el rango es 1. De la misma forma, cuando elegimos menores de orden 3.

2° Método : Conocido como "Método de Gauss"

Se utiliza con frecuencia en la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales. Vamos a
describir el método por filas (de igual forma seria por columnas). Bdsicamente consiste en
hacer nulos los elementos que hay debajo de los a; coni=1, 2, 3, ..., m-1; y el rango final serd
el numero de filas distintas de cero.

El método consta de m-1 etapas, siendo m el nimero de filas.
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* En una etapa / cualquiera se deja fija la fila /7, y tfomando como referencia el
elemento a; , por medio de operaciones elementales (nombradas anteriormente) se
hacen cero todos los elementos de su columna que estén por debajo de él.

* Si el elemento a; es igual a cero, es preciso intercambiar previamente esa fila por
alguna otra fila de debajo, y si no es posible (porque también sea cero) con alguna
columna de la derecha, hasta conseguir que a; sea distinto de cero (es conveniente,
para evitar cdlculos tediosos que sea 1).

1 4 2 -1
| . 3 -12 6 -3
Ejemplo 7.5 : Calcular el rango de la matriz A= e
0 1 3 -1
4 2?2 -1 ™ 4 2 i 4 2 1 1 4 2 1
r3_126_3—r0000—r013_1—01 3 1
2 -1 Gl |0 gl 3TN0 7 4.3 | | Og¥ll 25 10
) ) (3)
0O 1@ Ji o0l 3 -1 e © © ORO™O0 O
W, =£-3fh=Ff-2f (@Ff<7f (B),=£f-7f = Por tanto Rang(A)=3
1 6 118816
2 7 Rl2Eiv
Ejemplo 7.6 : Calcular el rango de la matriz A=|3 8 13 18
4889 S14810
5108 158920
1 6 11 16 1 6 11 16 1 6 11 16
2 7 12 17 o il il 0 -5 -10 -15
Rang | SREBF 1SW18 | ="Rarg [ 1ali" Sl Wl | — Rayg| O HOSNOEE 0 |2
4 9 14 19| 111 1|02 0 0 0 O
5 10 15 20 il il 1k 0 0 0 O
W = ~Fif = ~fif s =f=f, @F,=Fi—f

El cdlculo del rango serd fundamental para la resolucién de sistemas de ecuaciones

lineales por el Teorema de Rouché-Frobenius que veremos en el tema siguiente.

Ejemplo 7.7:

. . . k -1 .
cPara qué valores de k la matriz A= (2 3 J no admite inversa?.

La matriz A no tiene inversa si ‘A‘ =0, por tanto calculamos su determinante y lo igualamos a cero: ‘A‘ =3k+2,

3k+2-0 > k=2

3

7.9.- Ejerciciaos

b
1.- Demuestra que si A = [Z a’]’ verifica que A% —(a+d)A+|AI =0, donde |A es el
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det 'TdAI—lO 0—Oo
eferminantede A, I'=| = |y 0=/ = |

1 1 1

2.- Sin desarrollarlo, demostrar que el determinante | a b ¢ |es nulo.
b+c c+a a+b

1 1 1 1 1
21 3 2
-1 x 1 1 1
SCII'1023 1 -1 x 1 1
.- Calcular: 42 6 -4
-1 -1 -1 x 1
1 0 -3 2
-1 -1 -1 -1 x
1 1 1
. 4 . +a 1 1
4 - Obtener en funcidon de a,b,c el valor del determinante .2 %
1 1 1+c¢

5.- Contestar razonadamente si es posible resolver las ecuaciones:

1 1 1 1
2 0|+5= - b = 2 0 5=0
a) |x +5=10 ) 0 xT[* +5=
0 x «x 0 x x
m on N ;
6.- Si ‘ ‘: -5, calcular el valor de los siguientes determinantes:
m+3n p+3¢| |p m _[3n -m |p 2m |1 7|,  |m 5m
a) ‘b)‘ c) d) e) m|f)
n 4 g n 39 —p g 2n mp mgq p Sp

7.- a) Definir el concepto de matriz inversa. Dar un criterio para expresar que una matriz es
inversible.

1 -1 41
b) Dada la matriz A=|1 -1 0 |, determinar para que valores de m existe A™.
1 0 m

,siendo I la matriz Is.

¢) Para m=-1, resolver ‘A’l —xI

-6

8.- Dadas las matrices A:[: 5

J y Bz[z _;j encontrar una matriz simétrica P no

singular tal que B=P'AP.
_ 11 _ 1 -n
9.- Sea la matriz A = (O J .Demostrar que la inversa de A" es (O 1 J

10.- En el supuesto que exista, calcular la matriz X tal que AX=B, en los siguientes casos:
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2 01 2 01 11 2 01
a) A=[1 3 0|y B=|1 3 0| b)A=|2 1|yB=|1 3 0
5 1 3 5 1 3 0 3 5 1 3

11.- Las matrices X e Y son las soluciones del sistema de ecuaciones matriciales:

x-y=[? 3 xiov=[t *
771 - M E I
a) Hallar Xe V.

b) Calcular si tiene sentido la inversa de ambas.

12.- Dada la identidad matricial X@ 1] =

O W —
o AN

a) ¢Cudles son las dimensiones de de una matriz solucién de la identidad anterior?
b) Calcular su solucién:
c) ¢Es dnica la solucién?. Razonar la respuesta.

13.- Obtén razonadamente una matriz A que verifique la siguiente igualdad.

3—21 1 1 Z.A_OIZ 15
1 0 -1)7(-1 3/ (12 11 10
14.- Se dice que una matriz es ortogonal si su inversa coincide con su transpuesta, esto es, si
A= A'. Comprobar que la matriz A es ortogonal.

senx —cosx
“lcosx senx

: o x| 1
15.- Hallar los valores de x para los cuales la matriz A no tiene inversa. A= [| dl ]

x-2 2
3440
16.- Hallar el rango de la matriz A=|1 3 2 -2
21 2 2
t t O
17.- Estudiar el rango de A para los diferentes valores de t. A=|t 1
t 1 3-¢
t 2 2
18.- Determina el rango de la siguiente matriz segun los valoresde t.[2 + O
1+ ¢

19.- Determina la relacion que deben cumplir los pardmetros de a,b,c para que las matrices
tengan ambas rango 2.
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11 a 2 0 a
A=|1 0 b| B=[0 -1 b
11 ¢ 31
a 0 2a
20.- Considera la siguiente matrizz A=| O a O |, donde aes no nulo.
-a 0 -a

a) Calcular A?

b) Calcular A

¢) Calcula razonadamente A%°
d) Calcula razonadamente | A |

21.- Sean las matrices:

-2 01 1o
A= 0 1 0 B=1 2
0 -1
a) Comprueba que (4-8) = B8"-A"
-3 6
b) Hallar una matriz X que verifique: ABX =( 0 3J
. 1 -1 1
22.- Hallar una matriz X que cumpla la condicién XB+8 = 8", siendo B =3 1 1 -1
-1 1 1

23.- a) Calcula todas las matrices diagonales de orden 2 que coinciden con su inversa.
b) Si A es una de estas matrices, calcula A2

24.- Denotamos por M’ a la matriz transpuesta de una matriz M.

b
a) Sabiendo que A= (Z J y que |A =4 Calcula los siguientes determinantes:

d
‘—SAf‘ 2b 2a
Y1 3d —a
b) Sea I la matriz identidad de orden 3 y sea B una matriz cuadrada tal que B®=1.
Calcula |B]
25.- Dadas las matrices

0 &k t 1 k¢
A=|0 0 k B=|0 1 k
00O 0 01

a) Hallar A®
b) Hallar la matriz inversa de B.
c) En el caso particular k=0, Hallar B

26.- Demostrar que:
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2

abc -ab a 1 1 1
-b%c 2b® -—ab|=2a°b*c* y a b c|=(b-a)y(c-a)(c-b)
b%c® - b%c 3abc a® b% 2

27 .- Comprobar por la regla de Sarrus y por el método de los adjuntos los determinantes:

1 0 -1 3 3 -1 5 8 -5 1 -1 3 4 -1 0
01 3(=—4 14 2 0|=-61 7 1|=1014 1 7/|=-15 2 1 1|=14
7 4 1 -11 0 0O -1 0 3 2 1 0O 1 3
4 6 3 2 1 2 1 -2
5 4 3 6 3 -7 -5 -3
5 4 -2 1 2 -1 2 1 2 66
31 11 3 .11 2
28.- Calcular el rango de las siguientes Matrices
son Gasa fHEEY (a2
a3 01 b)3 2 7 5 c) d)
44 705118 6 5 3 12 8
-1 13 1 3 -338
B5rmb . ¢ 41 12 10 6 23 16
Sol: @)3, b)3, ¢)3, d)3
a 00O
‘N g . e x b 0O
29.- ¢Qué condicion deben cumplir los términos de a,b,c para que el rango de . 0
y c
r t z d
sea 3?
Sol: Que alguno de ellos sea nulo.
-2 3 -1
30.- Sea A=| 5 4 -1|, Descomponer A en una suma de una matriz simétrica S y otra
1 -3 2

antisimétrica H.

7.10.- Soluciones

ab
1. - Demuestra que si A:[C dJ' verifica que A2—(a+d)A+|A|I =0, donde |A| es el

01 00

AZ—(a+o|)A+|A||=(Z1 Z](i Z]—(a+d){: gj+(ad—cb)((1) 2):

a®+bc ab+bd) (a’+ad ab+hd . ad —cb 0 ) (oo
ca+dc cb+d?) |ac+dc ad+d? 0 ad—cb) (0 0

determinante de A, | :(1 OJ y 0 :(O 0] .
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1 1 1
2.- Sin desarrollarlo, demostrar que el determinante | a b ¢ | es nulo.
b+c c+a a+b

1 1 1 1 1 1 1 11
a b c |= a b c =(a+b+c)la b =0
b+c c+a a+b| |la+b+c c+a+b a+b+¢ 1 11
3. - Calcular:
21 3 -2
1 0 2 . . .
= =0 Porque la primera fila por 2 es igual a la tercera.
4 2 6 -4
1 0 -3 2
1 1 1 1 1] |1 1 /| 1 1
-1 x 1 1 1] 0 x+1 2 2 2
D=-1 -1 x 1 1=0 0 «x+1 2 2 |=(x+1)*
-1 -1 -1 x 1/ |0 O 0 x+1 2
-1 -1 -1 -1 x |0 O 0 0 x+1

Hemos sumado a todas las filas la primera.

1 1 1 1
3 ) 1 1 1
4. - Obtener en funcion de a,b,c el valor del determinante 146 1 1
1 l+c 1

1 1 1 ST 19l e

a
l+a 1 1 1 a 000 5
. Y1 1‘0boo‘1(_1)gg°‘_(“b‘)
1 1+c¢ 1 00 coO 9

Donde hemos usado el método del adjunto, usando la columna 4% porque es la me mas ceros
tiene.

5. - Contestar razonadamente si es posible resolver las ecuaciones:

1 0 1 0 1
0 1 2
a)|lx 1 O+5:7 b) +lx 1 O
0 1 0 x
0 x 0 x «x
1 0 1 - 1 0 O 0
a) Si es posible: |[x 1 O+5:‘O 1‘* x 1 —x+5:‘0 1‘* x4+ x+5=7
0 x x 0 x «x
Px?+x-2=0 De donde X=1, Y=-2
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1
1 2
b) [ 0 x| X
0
tenemos que sumar las matrices, y para poder sumar dos matrices, ambas tienen que ser de la
misma dimension.

X = O

1
0 | =No se puede calcular, porque antes de calcular el determinante
X

6.-si|" n‘ =-5, calcular el valor de los siguientes determinantes:
m+3n p+3 m+3n-3n p+3g-3 m
0 P 0‘2(9): p+3q q‘: p‘ 5)- ‘ _ 5
n g n 4 n-g p g
p m g m n
b =(6)=— =—(-5)=5b
)‘q =(5)= ‘ (6) ~, (-5)
3n -m n m n m
c =(6) = 3-(-1) = 6)=-3(-1 3(-5)=-15
)3q ‘() ()‘qp‘ qp‘() ()‘ ‘ (-5)
p 2m P g
d 2 B2 =— =(-2)(-5)=10
)q =(6) = ‘ ‘() ‘ =(6) ‘pq‘()()
e) 1 ‘ %7= ‘
mp mq
f) g 5m‘: ‘m m‘:O Porque se repiten dos filas.
P dp| |p P

7.- a) Definir el concepto de matriz inversa. Dar un criterio para expresar que una
matriz es inversible.

La matriz inversa es la matriz por la que hay que multiplicar otra para obtener la
matriz identidad. Sea la matriz A, entonces la inversa de A es la matriz A*, de forma que

A-A=ALAZT,

Para que una matriz sea inversible ha de tener su determinante no nulo.

1 -1 -1
b) Dada la matriz A=|1 -1 O |, determinar para que valores de m existe Al
1 0 m

Para que exista su inversa, su determinante ha de ser distinto de cero.

1 -1 -1 |0 -1 -1 1
1 -1 0|=0 -1 O =1‘ 1
1 0 m |1 O m

-1

Por tanto el determinante es distinto de cero para todo valor de m.

Entonces A es invertible vime R.
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¢) Para m=-1, resolver ‘A’l —xl|, siendo I la matriz I;.

#

. . 1 1 1 1 -1 -1) (-1 1 1
A’1—7ac7fj(A)f——1 -1 0 -1 =-11 0 -1|=|-1 01
A [ O | 1-10)(-110
-1 1 1) (x 0 0| |F1-x 1 1 -x 1 1 1
-10 1|-|]0 x Of=] -1 —-x 1|=}-1-x —-x 1:(—/\')1 Yk
-110) (0 0 x -1 1 -x 0 1 —x
1
+(1+x)1 _X‘z(—x)(xz—1)+(X+1)(—x—1):(X+1)[(—X)-(X—1)—(X+1)]=—X3—XZ—X—I

4 -6 4 -3
8. - Dadas las matrices A= ( 3 5) y B= ( - 5} , encontrar una matriz simétrica P no

singular tal que B=PAP.

b
Como P tiene que ser simétrica y ho singular (regular) cogemos P = (g ] i

Si en la ecuacién B=P AP multiplico a ambos lados de la igualdad por P. (obsérvese que he de
multiplicar por P por el mismo sitio (izquierda) en ambas partes)

PB=PP!AP > PB=IAP => PB=AP
Por tanto:

a b.4 -3 1 4 —6\a b 5 4a+6b —-3a-5b . 4a-6b 4bH-6¢
b c/l6 -5) |3 -5)b ¢ 4b+6¢c -3b-5¢c) (3a-5b 3b-5c

Dos matrices son iguales, si todos sus elementos son iguales, por tanto:

4a+6b=4a-6b b=0
~3a-5b6=14b-6¢ Resolviendo el sistema tenemos: a=2c
4pH +b6¢c=3a-5b 2c=a
-3b-5¢c=3b-5¢c b=0

2¢c 0O
P:[ - CJ- Como nos dicen que P es no singular, C no puede valer 0. Si tomamos c=1,

0]
entonces P queda de la forma:

2 0

o 1)

Vamos a comprobarlo.
Tiene que ocurrir que:  B=P'AP

Lo primero es calcular P,

;
_ : 1 a1 .,_11 0 _11 O_%o
|P| =2, por tanto existe P*. P T (adjP) _2(0 ol =3lo 21713 ;
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1 04 -6)2 O 2 -3\(2 O 4 -3
-1 -2 . . - . - —
g AP_[O 1}[3 —5J(o 1] (3 —5](0 1) [6 —5J &

11 1 -
9.- Sea la matriz A= ( 0 J .Demostrar que la inversa de A" es ( 0 an

Lo primero es calcular A%,

AZ—A-A—I N1 (te _A3_A2'A_1 3 _A4_1 4
7o 1)lo1) o) 1o 1)° 1o 1

1 n
Por tanto, parece que A" = (O J. Vamos a demostrarlo (No olvidar)

1 n 1 n+1
Supongamos que A" = [0 J , entonces por induccion tiene que ocurrir que A" =£ J

0o 1
1 n\(1 1 1 n+1
n+l _ 4n. 4 _ I —
ai-ara-o o 1-lo 1)

1 n
Por tanto se cumple que A” = (0 J.

Como:

Para ver si A es invertible, tiene que ocurrir que su determinante sea no nulo. ‘A"‘ =1, por
tanto es distinto de cero.

Pues entonces (A”)fl—i(ady;")f_l 1 of_l y /1 &.d
I a1 © | OF 1 5T

10.- En el supuesto que exista, calcular la matriz X tal que AX=B, en los siguientes

casos:
2 01 2 01
a) A=|1 3 0|y AB=|1 3 0| Asimplevista, como A=B, tiene que ocurrir que X=I3
51 3 5 1 3
2 0 131 0 O 2 01
AI=1 3 Of{O0 1 0|=|1 3 0|=8
51 3/l0 01 51 3
11 2 01
b) A=|2 1|yB=|1 3 0
0 3 51 3

A-X = B entonces, si multiplicamos por A" a ambos lados de la igualdad y por la izquierda,
tenemos:
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AYAX=ATB > ITX=A1B> X=A18
Como A no es invertible, entonces no existe la matriz X buscada.

11.- Las matrices X e Y son las soluciones del sistema de ecuaciones matriciales:

2 -3 1 -4
ZX—yz(1 _5J X+2y:(3 Oj

c) Hallar X e Y.
d) Calcular si tiene sentido la inversa de ambas.

a)  Simultiplico la 1% ecuacidn por 2 y las sumo:

4 _6 1 -4 5 -10 1 -2
4X—2y:(2 _10J+ X+2y:[3 Oj 95X=(5 —10j = de donde: X:(l _2]

2 -3 0 -1
Si despejamos la matriz ¥ de la 1% ecuacion: ¥ = 2)(—[1 —5J = [1 1 J

b) Lainversa de X no existe puesto que su determinante es nulo.

, = OEnYSRTEIE | o=
Lainversade Yes: ¥ _|y|aq’/y __1(—1 o) (1 o0

1
12. - Dada la identidad matricial X @ 3 =} 3
5

o AN

a) cCudles son las dimensiones de de una matriz solucion de la identidad anterior?
La matriz X tiene que tener una dimensién de 3X2.
b) Calcular su solucion:

1 2
Sean A= @ 3 y B=|3 4|, entonces: X-A=B, para calcular X, multiplico en ambos lados de
g %9
la igualdad (y por la derecha) por A™.
X-AAT=BAT > X=BAT
Pues vamos a calcular la matriz inversa de A. Lo primero es ver si su determinante es no nulo.

2 1
|/1|:‘3 {="1 = Por fanto la matriz A es invertible. (si A no es invertible, no existe la
matriz X)
2 3 1 -1 1 -1 1
A = > Adj(A") = > A1 =—-Adj(A") =
R T e e P
Y por tanto :
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1 2 11 5 -3
X=|3 4-(3 —ZJ_Q -5
5 6 13 -7
5 -3 > 1 1 2
Vamos a comprobarlo: | 9 -5 -(3 J: 3 4], Por tanto X es correcta.
13 -7 5 6

¢) cEs dnica la solucion?. Razonar la respuesta.

Si. Es Unica porque la matriz inversa es Unica.

13. - Obtén razonadamente una matriz A que verifigue la siguiente igualdad.
3—21 1 1 Z_A_OIZ 15
1 0 -1)"(-1 37712 11 10

coan x_[2 1 1)y (1 ) , (0 12 15) A
ean “l1 o -1) =11 3 Y “l12 11 10 a ecuacion martrricial queda ae la

forma:

3 X+Y-A=Z
Como lo que quiero es calcular A:

Y-A=Z-3-X 2 Y1Y-AzY (Z-3-X) > A=Y (Z-3-X)
Calculamos la inversa de Y:

1 1

1 -1y 1(3 -2} (3/5 -2/5
-1 L VAN . -~ g
g ‘|y|A°JJ(y) 5AdJ(2 3} (1 1} (1/5 1/5}

vl a _(3/5 -2/5)(0 12 15_—63 33| _(3/5 -2/5)(6 9 12) (0 1 2
A=y1Z 3X)_[1/5 1/5 )J{12 11 10 3 0 -3)| (/5 1/5 )9 11 13) |3 4 5

L
5

Por tanto:
e 01 2
13 4 5

14.- Hallar Jlos valores de x para los cuales la matriz A no tiene inversa.

PR
x-2 2
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-x six<0 -x+2 six<-2

X+2 six>-2

La funcion |x| = {x Six>0

y la funcién |x - 2| = {

Por tanto, de la definicidn de valor absoluto: |a| = +va® donde a es un ndmero Real.
Tenemos que para que la matriz A no sea inversible, su determinante tiene que ser nulo. Por

tanto:
2x|-|x-2/=0 D 2| =|x-2 > 2Vx? =\(x-2 > J4x? = [(x-2)? de donde:
X =-2
4x% = x* —4x+4 > 3x% +4x-4=0 y resolviendo obtenemos 2
X = —
3
Vamos a Comprobar:
1 2
Para x=-2, tenemos: =0 y parax=2/3, tenemos: 3 |=0
4 2 4,
3

Por tanto es correcto.
15. - Se dice que una matriz es ortogonal si su inversa coincide con su transpuesta, esto

es, si A1 = A" . Comprobar que la matriz A es ortogonal.

y senx —cosx . senx  cosx
“|lcosx senx )’ |-cosx senx

Vamos a calcular la inversa, y para ello, calculamos primero su determinante.

senx —Ccosx
COS X  senx

= sen’x +cos® x =1

A =

senx Cos X
Adj(AY - ( ]

L NPy
—cosx senx AL = Ay =

senx  cos XJ
A

—COos X senx

Por tanto A1 = A7 9 A es ortogonal.

- w N
N NN
|
N

3
16. - Hallar el rango de la matriz A=|1
2

n

Como el rango es el orden del mayor menor no nulo, tenemos que calcular los
determinantes de todos los menores y ver cual de ellos es distinto de cero, y tiene mayor
orden.

Vamos a calcular los determinantes de orden 2 que se pueden extraer de esta matriz. Cuando
uno de ellos sea distinto de cero, entonces diremos que su rango es como minimo 2.

3 4

=5
13
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Por tanto, la matriz A tiene de rango, como minimo, el 2. r(A)=2
Ahora calculamos todos los determinantes de orden 3 que se puedan extraer de ella, e igual

que en el caso anterior, cuando uno de ellos sea distinto de cero, diremos que el rango de A es
como minimo 3.

=0 porque la 1? fila - la 2? fila = 3* fila

N —, W
_ w N
N ND

Si observamos la matriz A, la 1° fila - la 2° fila = 3% fila , entonces cualquier determinante de
orden 3 que obtengamos de dicha matriz va a ser nulo.

Por tanto el Rang(A)=2

17. - Estudiar el rango de A para los diferentes valores de t. A=

e
[ e T

Vamos a calcular el determinante de A

rtr 0 o
A=t 1t |=ff 1-7 t |=t =+(1-1)(3-21)
1-+ 3-+
t 13-4 |t 1-+ 3-¢

Si igualamos a cero, tenemos que t=1, que t=0 y que t=3/2.

Por tanto si tz1,120y t23/2 el rango de A es 3.

3/2 3/2 O 1 0
Sit=1>4=[3/2 1 3/2 -)|A|:Oy‘1 1‘:1 > Rang(A)=2
3/2 1 3/2
3/2 3/2 O 3/2 0
Sit=3/2 3 A=|3/2 1 3/2|>|A=0 y‘ 7 3/2‘=7/2 2 Rang(A)-2
3/2 1 3/2
00O 10
Sit=0> A=|0 1 0|2 |4=0y ‘1 3‘=3¢O = Rang (A) =2
01 3
t 2 2
18. - Determina el rango de la siguiente matriz segun los valores de t. A=|2 t O
17 ¢+
Si calculamos el determinante de esta matriz, tenemos que
t 22
2 t O =(t+4r)-(2t+4r)=1>-2¢
1+ ¢

Por tanto si igualamos a cero, tenemos que si 120, t2+/2 t#-/2 entonces rango de la matriz es
3.
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022 0 2
Sit=0> A=|2 0 O é|A|:Oé‘2 0‘2_4 > Rang(A)=2
100
2 2 2
. + 2
Sitzt\2 3 A=| 2 42 0 |D|4=0 +J§|:_2 = Rang(A)-2
1 42 42 N

19.- Determina la relacion que deben cumplir los pardmetros de a,b,c para gue las
matrices tengan ambas rango 2.

11 a 2 0 a
A=|1 0 b| B=|0 -1 b
== 3 1

Resolvemos ambos determinantes y los igualamos a cero.
Para que A sea de rango 2, tiene que ocurrir que: a-c=0. = a=c
Para que B sea de rango 2, tiene que ocurrir que: 3a-2b-2c=0

Para que ambas sean de rango 2, se ha de cumplir el siguiente sistema:

{a:c 3 c-2-0 > c=2b > a=2b, c=2b, b=b
3a-2b-2c=0
a 0 2a
20. - Considera la siguiente matriz: A=| 0 a O |, donde a es no nulo.
-a 0 -a
a) Calcular A
b) Calcular A™*
¢) Calcula razonadamente A?°
d) Calcula razonadamente | A”|
a 0 2a\(a 0 2a) (-a® 0 O -1 0 0
a) °=AA=|0 a O[O0 a O|=| 0 a4 0 |=a’l0 1 O
-a 0 -a)l-a 0 -a 0 0 -d° 0 0 -1

b) Lo primero es calcular el determinante: |A| =a’, la transpuesta A' =
2a 0 -a

-a® 0 24° / %
0
Va

la adjunta: Adj(A) =| O a® O |Portantolainversaes A =
0 %

K

a®> 0 da°

c¢) Calculamos Ay luego A*y vemos que A* =

>
O O+
O -~ O

0
0|=a*T
1
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1 00) (¢ 0 O
Como: A% =(A4)5 =(a4-I)5 =a®°.15-0%1-40%°|0 1 0=
0 01

d) De la propiedad de los determinantes |A-B8|=|A||B|, tenemos que:

A

20
60
‘Aw‘:‘AZO-Al‘:‘A ‘_a 57

21. - Sean las matrices:

a) Comprueba que (A-B) = B"-A

-2 -1 -2 1
A-B=(1 2j,deaquf (A-B)’=[ J

-1 2
-2

11 0
t.o4t _ .
aa (o 5 S0

-3 6
e) Hallar una matriz X que verifigue: ABX =[ J

O ~ O

-2 1
= [_1 2] por tanto se verifica la igualdad.

0 3
-3 6) § S 6 LA o1 ~3 6
ABX—(O 3}(/:3))(_{0 3}(/:3) (4B} X = (48) (0 3J
-3 6 =2n L3 6 2 -5
—_(4.8)! -2 o
oeamte x=tsor [ T 3 S5 )
22.- Hallar una matriz X que cumpla la condicion XB+B= B!, siendo
1 -1 1
B==1 1 -1
-1 1 1

Tenemos que XB+B=B7'; entonces (X +I)B=B"; multiplicando en ambas partes (a la
derecha) por B?, tenemos: X + I =87, de donde despejando X:

oo Bl cuni
Para calcular la inversa de B, lo primero es hacer si determinante.

-1 1
2

2
8- 1 -1-
0

1 -1 1
0 1| 2
Después hacemos su transpuesta, y luego su adjunta, y por fin escribimos su inversa:
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1 [0y (330 (110
B_IZE'AO"/'(BY—;? 1 % =2-(1) 1 1l=(0 11
101 101 (101
Elevamos al cuadrado:
11 0)1 10| (121
(ef =58 1 1[0 1 1]=[11 2
1 01)l1 01 (211
Y ahora calculamos X:
121)(100) (021
x=(1f-r=l1 1 2/-|0 1 0|=|1 0 2
211/001) (210

23. - a) Calcula todas las matrices diagonales de orden 2 que coinciden con su inversa.

; . . . a O
Una matriz cualquiera diagonal de orden dos, es por ejemplo: A4 :[O b)’ pues, para que A

coincida con su inversa, calculamos la inversa e igualamos ambas:

T
o

o= O

Igualamos ambas

o= O
N ——

Y resolvemos:

Entonces las matrices A son:
1 0)(1 0)(-1 O0)\(-1 O
o 1/)(o -1/{0 -1/l0O0 1

b) 5i A es una de estas matrices, calcula A°.

Para cada una de ellas, su cuadrado es la matriz identidad I.

a 0)(a 0 (a# 0) (1 0} _
(o bJ(o bJ_[O bZJ_(O 1} Ph Ity omid

24. - Denotamos por M" a la matriz transpuesta de una matriz M.

b
¢) Sabiendo que A= (Z a’J y que |A| =4 Calcula los siguientes determinantes:
2b  2a b a a b
— 1 =(— 2 = . = = — = =
34| = (3|41 = 94 36y‘_30, 3 6‘0,6 6. d‘ 24
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d) Sea I la matriz identidad de orden 3 y sea B una matriz cuadrada tal que
B =TI . calcula |B|

7]=1=|8°|= |8’ > |8|=¥1-1

e) Sea C una matriz Cuadrada tal que C™' =C". cPuede ser |C|=3 ? Razonar la
respuesta.

sictc=1 3 |cct|=|1]=1 > |cc|=[clfc =1 F perosi ¢ =c" > [clcT|-1y
como |C]|= ‘C’" > [cl{c]=1: si |c]|=3 > 9=1, cosa que es imposible. Por tanto no puede ser
=3

25. - Dadas las matrices

0 kK t 1 k ¢t
A=|0 0 & B=|0 1 k
0 00 0 01
a) Hallar A
0 K #\(0 k t) (0 O A
Lo primero es como siempre A2=|0 0 k{0 O k|=|0 O O |, después:
0 0 0J/lO O O)] OO O
0 0 A\(0 k +) (0 0 O 00O
A3 =A%>A=/0 0 OO O A|=|0 O O e A°=10 0 0
0 00J/lO OO (00O 00O

b) Hallar la matriz inversa de B.

1 10 0) (1
B! - Adj(8")= Adj(8") = Adj k 1 0|-|0
4| F ko1 (o

¢) En el caso particular k=0, Hallar B

10
B=|0 1
00

o ~
')
N
Il
'8}
XD
Il
O O +
o -~ O
—_ O -+
7\
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1 0 3+)(1 O ¢ 1 0 41
B*=B*B=/01 0}{0 1 0|=|0 1 O
0 0 1)l0 01 0 0 1
1 0 nt
B"=|01 0
0 0 1
1 0 nt
Supongamos que B" =0 1 O |, entonces por induccion, ha de ocurrir que
00 1
1 0 (n+1)
gt=lo01 o0 |. Calculamos
00 1
1 0 nt\(1 O ¢ 1 0 (n+)
B1-pg"R=|0 1 01O 1 0O|=|0 1 O
00 1)l0 01 00 1
1 0 nt 1 0 107
Entonces B"=|0 1 0 |. Ydeagui: B°=|0 1 0
0 0 1 0 0 1
26. - Demostrar que:
abc -ab a° " . B 11 1 1 1
—b%c 2b®* —abl=abc-bc 2b -a|=abcbcba-1 2 -1=a’b*c?-1 2 -1=2a°bp*c?
b%c® —b?c 3abc b%c -b® 3ab b -b 3b 1 -1 3
1 1 1 1 0 0 oy -y 1
aaz :2 ;z_:z b[;—zz Cg_zz _l(b—a)(b+a) (c—a)(c+a)_(b ay(c a)b+a c+al

(b-a)(c-a)(c+a-b-a)=(b-a)(c—-a)(c-b)
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