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Tema 9: Vectores en el Espacio

9.1.- Vectores Fijos:

5
Un vector fijo del plano AB es un segmento orientado que tiene su origen en punto A

y su extremo en el punto B.

B
Un vector viene caracterizado por su médulo, direccidn y sentido. A AB
N
e Modulo: Es la distancia entre los puntos A y B, lo representaremos por AB|,y cuyo

-

valor es: AB

=\/<BX_AX)2+(B)’_AY)2 +(Bz _AZ)Z

e Direccion: Es la direccion de la recta que pasa por A y By la de todas las rectas
paralelas a ella.

e Sentido: Es el recorrido de la recta cuando nos trasladamos de A a B. (Vemos que en
cada recta hay dos sentidos, el quevade AaByelquevadeBa A)

9.2.- Producto de un vector por un escalar:

A
El producto de un escalar K, distinto de cero, por un vector U es otro vector ku con:

e Direccion: La misma que U
e Sentido: el mismo que U o su opuesto dependiendo de si k es positivo o negativo.
e Mddulo: Proporcional al de U . ||ku|| = |k|||u||

9.3.- Suma de Vectores:

5.3.1. - Matemdticamente: Sean d(x,y,z) y v(x',y',z") dos vectores, la suma de ambos

da como resultado otro vector v+v de componentes: w+v=(x+x",y+y',z+2")

5.3.2.- Grdficamente: Sean d(x,y,z) y v(x',y',z') dos vectores, la suma grdfica de

ambos se obtiene de dos formas:
a) Situamos el origen de V sobre el extremo de U. El vector suma es aquel cuyo
origen es el de V y cuyo extremo es el de U.

g u+v

<

\ 4

= Y

v

b) Si hacemos que Vy U tengan origen comdn, sumamos mediante la regla del
paralelogramo, y su diagonal es el vector suma.
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9.4.- Base de un espacio Vectorial:

e Un conjunto de vectores {171 7 7 17,7} se dice que son /inealmente independientes
(1.7.) (o que el sistema es libre), si dada la siguiente expresion:
Vi ta,Vy+..+a,v,=0
Se verifica que:
a =a,=a; = ... =a, =0
e Un conjunto de vectores {171172173 ....... 17,7} se dice que son /inealmente dependientes

(1.d.) (o que el sistema es ligado), si dada la siguiente expresién:

existe algln escalar no nulo. (3¢; #0)

e Los vectores u,v,w forman una base de R® 6 son linealmente independientes, si y solo
si,
det(u,v,w)z0

Ejemplo 9.1. - cForman los vectores (1,1,1),(2,1,-1) y (1,0,5) una base de R®?

Para que 3 vectores de R® formen una base, tiene que ocurrir que sean l.i. Para comprobarlo, calculamos
su determinante. (no es necesario que sean S.G.)
abe il ol
2 1 -1=7%0 = Los vectores son .i. y forman una base de R®
1. JORES

9.5.- Producto escalar.

Dados dos vectores no nulos del plano, se llama producto escalar al nimero real obtenido como
producto de sus médulos por el coseno del dngulo que forman: iV = |f{V[-Cosa

Propiedades:

Uy =Vl s UN+W =UV+UW
UV =0« Uy V son perpendiculares (u ortogonales) o alguno

de ellos es nulo.

9.6 Aplicaciones del producto escalar:

<y

e Calculo del dngulo entre dos vectores:

Cosa = #J'VZ 2 o= arccos%
|t |kl r
e Comprobar si dos vectores, no nulos, son ortogonales. ¢ Lv <> 4-v =0

N ——
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9.7 .- Base ortogonal:

Un conjunto de vectores forman una base ortogonal, cuando dichos forman una base y ademds
son ortogonales dos a dos.

=Base + 1L

ortogonal

9.8.- Base ortonormal:

v Un vector i se dice normado o unitario si |i] =1

v" Dado un vector cualquiera no nulo vV, podemos obtener un vector unitario con la misma

. .. . , . T . ~ Vv
direccién y sentido que éste, simplemente dividiéndolo por su médulo: V=-——

¥l

Un conjunto de vectores forman una base ortonormal, cuando dichos vectores forman una
base, son ortogonales dos a dos y ademds son unitarios.

La base ortonormal canénica de R® es la formada por los vectores B{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,l)} é
.04
Sea B= {/Af/?} una base ortonormal de V, (Xl,yl,zl) y (Xz,yz,zz) las coordenadas

de U y V respecto de la base ortonormal B. La forma analitica del producto escalar de U y V
es:

uv =x"X+t0Y,t4'%

Respecto de una base ortonormal, el médulo del vector U(X,Y,Zz)es: ||L7|| =Jyxt+y?+2°

XX tNY,tZ4%,

2 2 2 2 2 2
\/X1 VT T4 \/Xz Y, t2;

Y el dngulo formado se obtiene: |a =arccos

Los vectores U y V serdn perpendiculares (ortogonales) si 'y solo si
Uv =xX+yy,+2°2,=0

9.9.- Producto vectorial

El producto vectorial de los vectores U.y V, es ofro vector que lo representaremos por

—_—

UAV y que estd caracterizado por:

_ v e
a) Su médulo viene dado por Hu /\VH = |{V]-sene Superficie= s ] = afrsene

»
>

y es igual al drea del paralelogramo formado por ambos vectores. g

b) Su direccidn es perpendiculara U y V
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Si los vectores ¢ =(x,,y,.z) Yy V =(X,.),.Z,) estdn referidos a una base ortonormal B, el

i J Kk
vector v Av viene dado por: |UAV=|X ¥y, Z
XZ y2 22

Propiedades:
uav=-Val
No cumple en general la propiedad asociativa.

UA(V+W)=UAV+TAW

MU AV)=(A0)AV =T A(AV) con LeR
in0=0
Si U y V son paralelos, U AV =0 en particular uau =0

9.10 Aplicaciones del producto vectorial: B

e Cdlculo del drea de un tridngulo de vértices A,B,C.

L c

e Obtencion de un vector perpendicular a otros dos a la vez, es decir, el vector

UAV es perpendiculara U y V simultdneamente.

9.1 1.- Producto Mixto

Se llama producto mixto de 3 vectores U ,Vy W y se designa por [G,V,W] al escalar que se
obtiene al operarlos de la siguiente forma:

([, v,w] = det(u,v,w) = u(V A w)|

El valor absoluto del producto mixto de tres vectores U,Vy W es igual al volumen del
paralelepipedo que tiene por aristas a los vectores U ,Vy
W,

V=[dvw]

El Volumen del tetraedro OABC es igual a: V = %[H,V,u?]

Interpretacion geométrica del producto Como consecuencia, OABC son coplanarios, si y solo si, el
MK s1g0 st volumen del paralelepipedo es nulo, es decir, el producto
UV W= Voo mixto de los vectores U ,Vy Wes cero.

9.12.- Ejercicios

1.- cPara qué valores de o son linealmente independientes los vectores (2,-3,1):(-4,6,-2)
y (a /]/2) '9‘

N ——
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2.- Considera estos 3 vectores u(1,1,1), v(2,2,a) y w(2,0,0).
a) Halla los valores de a para los que los vectores anteriores son linealmente independientes.
b) Determina los valores de a para que los vectores u+v y u-w sean ortogonales.

3.- Determina los valores de a y b, con a>0, para que los vectores vi(a,b,b) vs(b,a,b) y vs(b,b,a)
sean unitarios y ortogonales dos a dos.

4.- Encuentra el valor del pardmetro a para que los vectores vi(l,a2), va2,al) y vs(111)
formen una base.
Sia=1 escriba el vector w(6,0,2) como combinacion lineal de los vectores anteriores.

5.- Dado el vector u(-2,2,-4), hallar las coordenadas de los siguientes vectores:
a) Unitarios y de la misma direccion gue u.
b) Paralelos a u y de modulo 6

6.- Dadbos los vectores uy(2,0,0); ux(0,1,-3) y us=a-ur+b-us, CQuéE relacion deben satisfacer a y b
para que el modulo de us valga la unidad?.

7.- Determina un vector v de R°, sabiendo que:
a) Lasuma de sus coordenadas es 3.
b) Ves combinacion lineal de los vectores (2,2,2) y (-1,1,0)
c) Los vectores (1,0,1):(0,1,0) y v son linealmente independientes.

8.- Hallar los valores de x que hacen que los siguientes vectores constituyan una base de/

espacio vectorial R: ux,01) v(1x2) y w(x,11). Expresar el vector t = (-1,0,3) como
combinacion lineal de {u,v,W} para x=0.

9.- Hallar el drea del tridngulo de vértices A(1,1,1), B(0.2,5) y ¢(4,0,2)
10.- Hallar un vector que sea perpendicular, a la vez, a los vectores i = (1,0,-1) y V =(2,3]1)

11.- cPara qué valores de o son linealmente independientes los vectores (2,-3,1).(-4,6,-2)
y(a ,1,2)?.

1 2 -2 1 -2 1 .
12.- Dada /a base B={|—=0,— || 0,—=,— || —=.,—=.0 |} comprobar si es normada,

ortogonal u ortonormal.
13.- Hallar un vector perpendicular a V = (2,3,4) y W= (-13,-5) y que sea unitario.

14.- Sean los vectores v;(0,10); v>(21,-1) y v3(23,-1) -
cSon los vectores linealmente independientes?

cPara qué valores de a el vector (4,a+3,-2) puede expresarse como combinacion lineal de los
vectores vi,v, Vs ?.

9.13.- Soluciones

1.- cPara qué valores de c son linealmente independientes los vectores (2,-3,1):(-4,6,-2)
(o ,1,2)?.
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3 Vectores son linealmente independientes (l.i.) cuando su determinante es distinto de
cero. Por tanto:

2 -3 1
-4 6 —2:(24—4+6a)—(6a—4+24):20+6a—6a—20:O
a 1 2

Por tanto, como el determinante es O, son linealmente dependientes. Por lo que no existe
ningtn valor de « para que sean linealmente independientes.

Si observamos el vector (2,-3,1) y el (-4,6,-2) vemos que ambos son proporcionales, y
por tanto linealmente dependientes. Asi que estos vectores no serdn nunca .i.

2.- Considera estos 3 vectores u(1,1,1); v(2,2,a) y w(2,0,0).
a) Halla los valores de a para los que los vectores anteriores son linealmente
independiientes.

Igual que en el ejercicio anterior, para que sean l.i. su determinante ha de ser distinto
de cero.

1

1 —
2 2 a=2‘2 a‘zZa—4¢O;-)a¢2
2 00

Por tanto si a = 2 entonces los vectores son l.i.
Y Si a=2, los vectores u y v son proporcionales, y por tanto linealmente dependientes (l.d.).
b) Determina los valores de a para que los vectores u+v y u-w sean ortogonales.

Dos vectores son ortogonales cuando su producto escalar es igual a cero. Por tanto:
(w+v){u-w)=(-3+3+1+a)=1+a=0 = dedonde a=-1

Por lo que si a= -1, entonces (u+v) y (u-w) son ortogonales.

3. - Determina los valores de a y b, con a>0, para que los vectores vi(a,b,b); vi(b,a,b) y
vs(b, b, a) sean unitarios y ortogonales dos a dos.

Para que un vector sea unitario, tiene que ocurrir que su modulo sea la unidad, o sea, que su
mddulo sea igual a 1.
Haciendo que los 3 vectores sean unitarios, obtenemos la misma ecuacion:

a® +2b° =1

Y para que sean ortogonales dos a dos, los productos escalares viv,=0, vi-v3=0 y v,'v3=0. De
donde obtenemos la misma ecuacién:

2ab+b% =0
a® +2p% =1

2ab s b% = 0 obtenemos: (b=0, a=+1,

Si resolvemos el sistema formado por ambas ecuaciones:{
pero como a>0, entonces a=1) y (b=2/3 y a=1/3)

4.- Encuentra el valor del pardmetro a para que los vectores vi(1,a,2), vA2,a,1) y
vs(1,1,1) formen una base.
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Para que un conjunto de vectores formara una base, tenia que ocurrir que los vectores
fueran linealmente independientes (l.i.) y ademds sistema de generadores (S.6.). Como en este
caso nos dan 3 vectores y estamos en el espacio vectorial R?, es suficiente con que estos 3
vectores sean l.i., y para ello su determinante ha de ser distinto de cero.

1 2
2 ll=(a+4+a)-(2a+a+2a)=2a+4-4a-1=3-2a > Si igualamos a cero
1 1

—= Q QO

3 . 3 .
obtenemos a = > Por tanto si a # > entonces los vectores son l.i. y forman una base.

Si a=1, escriba el vector w(6,0,2) como combinacion lineal de los vectores anteriores.

b=a+28+y
Sia=1=>» w(6,02)=a(112)+B(211)+y(111) ,dedonde: {O=a+B+y .
2=2a+f+y

Resolviendo el sistema obtenemos: o =2,5=6,y =-8
Por tanto: w =2v; + 6v, —8v;

5. - Dado el vector u(-2,2,-4), hallar las coordenadas de los siguientes vectores:
a) Unitarios y de la misma direccion que u.

Un vector es unitario si su médulo es igual a uno, por tanto para calcular un vector
unitario con la misma direccién de otro, lo dnico que tenemos que hacer es dividir el vector
por su médulo:

V6 V6 V6

; i_(—z,z,—4):(—2,2,—4):(—1 1 _zJ
ld] 24 246

b) Paralelos a u y de modulo 6

Para que sean paralelos y de médulo 6, lo que tenemos que hacer es multiplicar el
vector unitario por 6, y tenemos un vector paralelo (con la misma direccién) y de médulo 6-1=6.

6.- Dados los vectores u;(2,0,0); ux0,1,-3) y us=a-u;+b-u,, cQuUé relacion deben
satisfacer a y b para que el médulo de us valga la unidad?.

Para que el médulo de u; sea la unidad:

X =2a
us(x,y,z)=a(20,0)+b(01,-3) dedonde: { y=b ,el médulo tiene que se 1:
z=-3b

\/XZ +y? 422 =\J4a? + b2 + 92 =1 D |4a® +10b% =1|y esta es la relacién entre ay b.

7.- Determina un vector v de R°, sabiendo que:
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e La suma de sus coordenadas es 3.
eV es combinacion lineal de los vectores (2,2,2) y (-1,1,0)
o Los vectores (1,0,1);(0,1,0) y v son linealmente independientes.

Si la suma de sus coordenadas es tres, tenemos: x + y +z =3

Si es combinacidn lineal: v(x,y,z)=a(222)+ p(-11,0)
1 01

Y si son linealmente dependientes, entonces: |0 1 0|=0 de donde z-x =0y de donde
X y z

Z=X.

Si metemos esto en la primera ecuacion y despejamos y obtenemos y =3 -2x

Y sustituyendo en la combinacidn lineal, obtenemos:
v(ix3-2x,x)=a(222)+ B(-11,0), sistema que resolviendo nos da como solucién:

(z=la= %,,B = 0), por tanto el vector pedido es: |V = (111)

8. - Hallar los valores de x que hacen que los siguientes vectores constituyan una base del

espacio vectorial R: ux01) vi1,x2) y w(x,1,1). Expresar el vector t+ = (-1,0,3)
como combinacion lineal de {u,v, W} para x=0.

Para que 3 vectores de R® formen una base, lo dnico que tengo que hacer comprobar
ue son l.i., y si lo son pues “safi”, es suficiente.
son li.,ysilos s "safi”, es suficient

1

x 0 1
1 x 2:(x2+1)—(x2—2x):2x+1:0-)X=E
1

x 1
Asi que para que estos 3 vectores formen una base ha de ocurrir que x sea distinto de 3:
1
X =,
2

Si x=0, entonces (-1,0,3)= «(0,01) + £(1,0,2) + »(0,1,1) , de donde:

~“1=5
0=y y resolviendo obtenemos: o =5
3=a+28+y
Asi que:

(-1,03)=5v; -3 |

9. - Hallar el drea del tridngulo de vértices A(1,1,1), B(0,2,5) y ¢(4,0,2)
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, - 113 —5= .
Para hallar el drea de un tridngulo lo hacemos con: S, = E“AB A AC” . Lo primero es calcular

I J Kk
los vectores AB = (-114) y AC=(3-11) & ABAAC =|-1 1 4/=5/ +13f—2k y de aqui
3 -11

calculamos la superficie: 5 = %“/Té A /1_6"” = %\/25 +169+4 = —“1298

10. - Hallar un vector que sea perpendicular, a la vez, a los vectores u=(10,-1) y
V=(231)

Para hallar un vector perpendicular a ambos, hemos de hacer el producto vectorial.

i J kK
unv={1 0 -1=-3/ -3/ +3k =(-3-33)
r—<

11.- cPara qué valores de « son linealmente independientes los vectores (2,-3,1).,(-4,6, -
2 yla,1,2).

3 Vectores son linealmente independientes (l.i.) cuando su determinante es distinto de
cero. Por tanto:

2 -3 1
-4 6 —2=(24—4+6a)—(6a—4+24)=20+6a—6a—20=O
a 1 2

Por tanto, como el determinante es O, son linealmente dependientes. Por lo que no existe
ningln valor de & para que sean linealmente independientes.

Si observamos el vector (2,-3,1) y el (-4,6,-2) vemos que ambos son proporcionales, y
por tanto linealmente dependientes. Asi que estos vectores no serdn nunca l.i.

1 2 -2 1 -2 1
12. - Dada la base B=| —,0,—||0,—,— || —=,—=.0 |} comprobar si es normada,

ortogonal u ortonormal.

Para que sea ortogonal, tiene que ocurrir que sus vectores sean perpendiculares, y para ello el
producto escalar de todos los vectores ha de ser nulo.

- 1 2 -2 1 2
b =|—=0—1H0,—=,—=|=— = Por tanto, como este producto no es nulo, los
e g
vectores no son perpendiculares y por ftanto no son ortogonales. Si no son ortogonales,
tampoco son ortonormales.

Vamos a ver si la base es normada, para que sea hormada, sus vectores han de ser unitarios, o
sea, tiene que tener todos médulo uno.
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- 1 4

b= |5+5 =51

52‘: %-i—é:\/g:l => por tanto la base B es normada.
- 4 1

b‘;‘— g+g—\/§—1

13. - Hallar un vector perpendicular a V = (2,3,4) y W= (-13-5) y que sea unitario.

Para encontrar un vector que sea perpendicular a otros dos, lo que hacemos es calcular su
producto vectorial.

/ k

U=vaw=|2 4(=/(-15-12)- j(-10+4)+ k(6 +3)=-27/ +6 4 + 9%

-1

w w <,

-5

Como lo que nos piden es un vector unitario perpendicular a ambos, lo que vamos a hacer es
normalizar este vector.

A:£:—27/¢+6f+9/\3=—27/'A+6f+9/€=—9/{\+2f+3/€=—9\/9_/¢+2\/9_ f,~+3\/9—4/\j
la| 729 +36+81 V846 J94 94 94 /" o4

14 - Sean los vectores 14(010); v,(21-1)y v5(23,-1):
a) ¢Son los vectores linealmente independientes?

Para que tres vectores sean linealmente dependientes, su determinante tiene que ser igual a
cero.
010

2 1 -1=-1
2 3 -1
Por tanto son linealmente dependientes.

-
=0

2 -1

a) ¢Para qué valores de a el vector (4,a+3,-2) puede expresarse como combinacion
lineal de los vectores v;,v,,v;?.
(4,0 +3,-2) = a(01,0)+ A(21,-1) + ¥(2,3.-1)
4=2p3+2y
a+3=a+p+3y
~2=-p-y

De donde:

Este sistema es S.C.I. porque la primeray la tercera ecuacién son proporcionales.

—2-
{ﬂ 4 D> a=a+2y-1

a+3=a+2-y+3y=a+2+2y

Pero como «,y tienen infinitos valores, entonces a fambién.
De donde a puede ser cualquier nimero real.
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