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2.0.- Introduccion

Los origenes del Célculo estuvieron motivados por el deseo de resolver diversos problemas vinculados al
movimiento de los cuerpos, asi como problemas de tipo geométrico de importancia en Optica y problemas de
célculo de valores méaximos y minimos de una funcién dada. Simplificando, podemos destacar dos problemas
principales:

e Determinar la tangente a una curva en un punto (el problema de las tangentes).
e Determinar el area encerrada por una curva (el problema de las cuadraturas).

Son los conceptos de derivada e integral, respectivamente, los que permiten resolver satisfactoriamente dichos
problemas. Mientras que el concepto de integral tiene sus raices en la antigliedad clésica, la otra idea fundamental
del Célculo, la derivada, no se formulé hasta el siglo XVII. Fue el descubrimiento efectuado por Sir Isaac Newton
(1642-1727) v Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) de la relacién entre estas dos ideas, tan dispares en
apariencia, lo que inicié el magnifico desarrollo del Célculo. Si bien los trabajos de Newton y Leibniz son decisivos
por sus aportaciones e influencia, no hay que olvidar que ellos son el punto culminante de un largo proceso en el
que han participado cientificos de la talla de Johannes Kepler (1571-1630), René Descartes (1596-1650), Pierre
de Fermat (1601-1665), John Wallis (1616-1703) e Isaac Barrow (1630-1677) entre otros.

2.1.- Tasa de Variacion Media [T.V.M.]

Como vimos el curso pasado, la tasa de variaciéon
media de una funcién en un intervalo cerrado [a,b] se calculaba
mediante el cociente entre la variacién del valor de la variable .,
dependiente entre la variacién de la variable independiente.

TVM. , = fb)- fla) £
“” bh-a
=
Y se correspondia con el valor de la pendiente de la recta que ’ o1 T2

une los puntos a y b.

2.2.- Derivada de una funcién en un punto

Sea la funcién f definida en un punto x,, decimos que la funcién f es derivable en el punto x, si existe
f(x) = flx,)

X=X

o

el limite de cuando la funcién tiende a Xo.

f derivable en x, & 3 lim )~ flx,)

X=X, X—XO

Si la funcién es derivable en x,, al limite anterior se le llama derivada de la funcién f en el punto x,, y se simboliza

ot er )
dx

XO

fx,) = lim

X=X,

f(x) - f(x,)
x—

X

o

Si hacemos el cambio h=x—x_ , v despejamos x: x = x, +h , y reescribimos el limite, encontramos otra forma
de calcular la derivada de una funcién en un punto:

f‘(X ): lim f(xo +h)_f(xo) — lim

h—0 X=X, X—X
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Ejemplo 1: Hallar la derivada de la funcidn #:R — R definida por #(x)=x? en el punto x,= a

H* +2ah

2 2 2 2 2
f.(a):!’ir%f(a+/‘2—f(a):“m(a+/7) - _imd +h* +2ah—-a _lim

=limh+2a=2a
- h—0 h h—0 h h—0 h—>0

2.2.1.- Derivadas laterales

Como acabamos de ver la derivada de una funcién es un limite, y sabemos, por el tema anterior, que para
que exista el limite de una funcién definida a trozos en un punto, han de existir los limites laterales y ambos deben
de ser iguales, por tanto:

e Lafuncién fes derivable por la izquierda si existe el limite por la izquierda de w cuando
h tiende a 0. La derivada por la izquierda se simboliza por f'(a’).
e Lafuncién f es derivable por la derecha si existe el limite por la derecha de w cuando

la h tiende a 0. La derivada por la derecha se simboliza por f'(a*).

Por tanto la funcion f es derivable en x, si existen los limites por la izquierda y por la derecha y ambos coinciden.

e Vo ) = fiety = o T Ko FR = FO6) o fx +h) = flx,) . f(x, +h) - f(x,)
flix,) = f(x;) = f'(x;) = lim = lim = lim .

h—0" h h—>0* h h—0

—2x-1 si x<-1
Ejemplo 2: Estudiar la derivabilidad en 0 y -1 de la funcién f:Ro>R definida por: f(x)={ x* si —1<x<0
senx  si x>0
Derivabilidad en x=-1

Para que una funcidén sea derivable en un punto ha de ocurrir que existan las derivadas laterales y éstas sean iguales:

G AR FCY) 214 A) 121 .
7 1E0= h =L h =lj-2== f'(-1)=f'(-1)
2 H PR
£1(=1*) = lim (1A -7(-1) _ lim (-1+hyY -(2x-1-1) _ lime2+ /=2 f es derivable en x = -1
h—>0* h h—>0 h h—>0

Derivabilidad en x=0

ooy o FO+A)=F(0) . (hY -sen(0) . A . _
L R T s
£(0) = lim £(0+A)-7(0) _ lim sen(h)—sen(0) _ im sen(h) 1 f no es derivable en x =0
h—>0" h h—>0 h h>0 A

2.2.2.- Interpretacion geomeétrica de la derivada: Recta tangente y Recta normal en un punto

El célculo de la derivada de una funcién en un punto a, nos Recta tahgentc alpunto
permite escribir las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la
gréfica en el punto de abscisas a, utilizando la ecuacién punto
pendiente:

Y—=Yo=1"(xo) (X = xo)

Curva de f(x)
v=m(x—a)+b

1 D
Donde m es la pendiente de la recta tangente, m =-— la
m

pendiente de la recta normal (perpendicular a la recta tangente).
{m = f'(a) %o
b= f(a)

y b la ordenada en el origen.
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Por tanto, la ecuacién de la recta tangente viene dada por la expresién: v — f(x) = f'(a)(x —a)

La recta normal a una curva en un punto a es aquella que pasa por el punto (a, f(a)) y cuya pendiente es igual a

-1
la inversa de la opuesta de f'(a), por tanto, su expresién viene dada por: vy — f(x) = —-(x - a)

f'(a)

Ejemplo 3: Calcular la ecuacion de las rectas tangente y normal a la gréfica de f(x) = xX* - 2x + 2 en el punto x=0.

Como la ecuaciéh de la recta tangente es: Y —y, = m(x — x,)

Necesitamos y, y lo calculamos sustituyendo en la funcién: y,=2

2 2
i P =2h+2)=2 | h-2h

h—0 /7 h—0

f.(o)sz(omz-fw) _

=limh-2=-2
h—0

Asi que con estos datos escribimos la ecuacidn de la recta tangente en x=0.

0)=2
;,((3) ~ 2} > Laecuacién de la recta tangentees: Yy—2=-2x — y=-2x+2
: , , -1 -1 1
Como la pendiente de la recta tangente es -2, la pendiente de la recta normal seré m, = —=—= 5
m —

1
Por tanto la ecuacién de la recta normal es y — 2 = Ex - Y= Ex +2

2.3.- Relacion entre continuidad y derivabilidad

Una funcién f es derivable en un punto x,, si f es continua en dicho punto.

f derivable en x, = f continua en x, f no continua en x, = f no derivable en x,

Hay funciones continuas que no son derivables, por ejemplo la funcién valor absoluto. En general las funciones
que tienen picos no son derivables en los picos.

2.4.- Significado grafico de la derivada. Suavidad

e Una funcién f es continua en un punto, X, si su gréfica atraviesa dicho punto.

e Una funcién f es derivable en un punto, x,, si su gréfica lo atraviesa con suavidad, es decir, la grafica
de f no presenta “picos”.

e  Una funcién no es derivable:

— En los puntos angulosos.
— En los puntos de tangente vertical.
— En los puntos de discontinuidad.

] Derivada infinita
Punto angulass  (tangente vertical)

2.5.- Funcion derivada

Si una funcién {(x) es derivable en su dominio, es posible definir una nueva funcién que asocie a cada
nimero real del dominio la derivada de la funcién en ese punto.

flx+h)-f(x)
h

Esta funcién se llama funcion derivada o simplemente derivada. f(x)= /l:imo
-
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Ejemplo 4: Calcular la funcién derivada de f(x) = X*

=lim

X +4x3h+ 6 X+ Axh + AY — x*

FX+h)—F(X) i XA ()
h h

f (X) = Ll—r>r(\) h-0 h—0

h

= Lin'(\) 4x3 +6x%h +4xh? +H° =4X°

Todas las derivadas estan calculadas, y podemos resumirlas en una tabla:

2.5.1.- Tabla de Derivadas

Tipos _ Formas
Funcion Simple | Regla de la Cadena
d
Constante E(K) =0 VkeR
Potencial :—X(X”) =ax! d—(u") —au '
: d -1 ANmEG
Raiz Cuadrada J(&)_ e dx( )= N
P d 1 d 11 d ' d '
Logaritmica d—(lnx) - d—(logﬂ )= oy J(Inu) % J(Ioga u)= -
Exponencial :—X(ex)=ex %(a*)=ax Ina :—X(e“)=e“~u' %(a”)=a“-u'~lna
Seno %[sen(x)} = cos(x) E[se"(”)] — cos(u)u'
Coseno %[ccs(x)] =—sen(x) %[cos(uﬂ = —sen(u)u'
d d 1 d . d '
Tangente | Zlw()]-1+1x  Zlwl)- o | Zlol)-[ow@))e Zlwl)-oa
d -1 d -u'
——[cotg(x)]= 9 etglu)] =
Cotangente J ad ) sen‘x 2 ax 2 se7zu o
d—x[cofg(x)] = —[1 +ctg (X)] =—Cosec?(x) d—x(c tg(w)) = —[1 +ctg (u)}u =—Cosec?(u)u
Secante %[Sec(x)] = Sec(x)1tg(x) :—X[.Sec(u)] = Sec(u)tg(u)u'
Cosecante :—X[Cosec(x)] = —Cosec(x)Cotg(x) ;[Cosec(u)] = —Cosec(u)Cotg(u)u'
Cotangente :—X[cofg(x)] = —Cosec?(x) %[cofg(u)] = —Cosec?(u)u'
d 1 d u'
Arco Seno E[Arcseﬂ(x)] i E[Arcsen(u)] T
Arco Coseno E[AFC cos(x)] - 111)(2 E[A/"c cos(u)] _ l_ij;lz
d 1 d u'
Arco Tangente E[A/'cfg(x)] Ty a[Am*g(u)] =17
Arco Cotangente —[Arcco'rg(x)] _ -l —[Arcco'rg(u)] -
dx 1+x° ax 1+4°

2.5.2.- Algebra de Derivadas

Sean f,g:S <R — R dos funciones derivables en ay k € R . Entonces, se verifica:

1) (k'f)'(a)=kf'(a)

2) La derivada de la suma es la suma de

las derivadas.
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(g+ f)(a)=g'(a)+ f'(a)

3) La derivada del producto, es la derivada del primero por el segundo sin derivar, més la primera sin derivar
por la derivada de la segunda.

(f-g)'(a) = f'(a)-gla) + fla)-g'(a)

1
Si ademas g(a) # 0, entonces = y ! son derivables en a.
g

4) La derivada del cociente, es la derivada del primero por el segundo sin derivar, mas la primera sin derivar
por la derivada de la segunda, dividido por la segunda al cuadrado.

(lj (@)=--29 (ij (q)= {8l - fla)g'(a)

f g [g(a))?
5) Regla de la Cadena: Si g derivable en a y f derivable en g(a) = fo g es derivable en a

(fog)'(a)=(flglal)' = f'lg(a)]"g'(a)

Ejemplo 5: Calcula la derivada de la funcién #(x) = (senx+ 1)3

Tenemos:
x—L s senx+1=g—E 51’ = h(x)
f'(x)=cosx g'(u)=3u’
Por tanto:

h'(x) = g'(u) f'(x) =3u*-cosx = 3(senx + 1)2~cosx

2.6.- Derivacion Logaritmica

Cuando tenemos una funcién elevada a otra, la forma de calcular su derivada es un poco especial. Para
calcularla seguiremos los siguientes pasos:

h(x)

Sea f(x)=[g(x)]

a) Aplicamos logaritmos en ambos lados de la igualdad:

In[£(x)] = In[g(x)]" = h(x)In[g(x)]

b) Después derivamos:

£ g gk
o h'(x)In[g(x)] + h(x) 200l

c¢) Despejamos f”(x):

filx)= f(x){h'(x)-ln[gu)] + h(x)-wj
g(x)

d) Por dltimo sustituimos f(x) por su valor:

filx) = [Q(X)]h(X){h'(X)‘ln[Q(X)] + h(x)'%J
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2x+1

Ejemplo 6: Calcula la derivada de la funcién f(x)=x

Aplicamos logaritmos:  In[f(x)]=(2x+1):Inx

f'(x) Anxt 2x+1)1
(x X

Derivamos:

(2x+1)1

X

Despejamos:  f'(x) = f(x)2Inx+

X

Y por dltimo sustituimos: £ '(x) = x> -(2 Inx+ 2t 1)

2.7.- Derivabilidad de una funcion en un intervalo

Decimos que f: ]a,b[ — R es una funcién derivable en (a,b), si es derivable en todo punto x, de (a,b).

Decimos que f : [a,b] — R es una funcién derivable en [a,b], si es derivable en todo punto x, de (a,b) y es
derivable en a por la derecha y en b por la izquierda.

2.8.- Derivadas sucesivas

df

de

z

Se llama derivada segunda de f con respecto a x, y se simboliza f’(x) 6 ( J , a la derivada de la derivada

de la funcién f(x), o a la derivada de f'(x).

Ejemplo 7: Calcular la derivada tercera de la funcién f(x)=x*

f'(x)=4x° > fl'lix)=12x* > £ (x) =24x

De forma mas general, se llama derivada n-ésima (o derivada de orden n) de f y se simboliza por f 6

n

(jxf j a la derivada de la funcién {1,

Para calcularla se utiliza la demostracién por induccién, veamos un ejemplo.

Ejemplo 8: Calcular la derivada n-ésima de la funcién f(x)=e*

Empezamos calculando la primera derivada: f'(x) = 2e**

Despuss, calculamos la segunda: f'"(x) = 2e2*-2 = 22

Calculamos la tercera: f"(x) = 22e?*-2 = 28

Por lo tanto, viendo el comportamiento, cabe esperar que la derivada n-ésima sea: f"(x) = 2"-e*
Vamos a demostrarlo por induccién:

Sea f"(x)=2"e*, entonces f*(x)=2""e*  vamos a ver:

fn+l)(x) — %fn)(x) — izner — 2"62X'2 — 2n+1,62x

dx
Por tanto queda demostrado que: | f™(x) = 2"e**
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2.9.- Ejercicios Resueltos

1.- A partir de la definicion de derivada de una funcion en un punto, calcular la derivada de las
funciones f(X)=3X, en x,=1, y g(x)=+x-5 en x,=9.

£y = lim =AW e 3x=3 5 3D 33
x—1 X—]_ x—-1 X—l x—1 X—]_ x—-1

Jx-5-2 _ lim Jx-5-2 _lim (Wx-5-2y(Jx-5+2) _
x-9

oy i F(X)=F(9) .
7(9) = lim o = lim s M o Wx5+2)

x—>9

lim X9 = lim ! 1L
9 (x-9)Wx-5+2) *9x-5+2 4

X .
——six=#0
2.- Estudiar la continuidad y la derivabilidad de la funcion f(x)=11,¢ ¥ en x,=0.
0 six=0
Lo primero es estudiar la continuidad:
P X 0 . X 0 L. ,
f(0)=0; lim r=——=0 lim r=71°" 0, por tanto la funcidn es continua en x=0.
0 e 0 ex
Veamos ahora si es derivable:
X X
1 1
tim SISO Lver 1 tim XSOy Tver gy -1
x—0" X x—0" X x—0" 1 x—0" X x—0~ X x—0" 1
1+ex 1+ex
Vemos que las derivadas laterales en x=0 no coinciden, por tanto la funcién f(x) no es derivable en este

punto.
Asi que la funcién es continua en cero, pero no es derivable.

3.- Sea k un ndmero real y f una funcion real definida sobre R, mediante
£0x) = Xzsen%Jrkx si x#0
Osix=0

a) Calcular la derivada de f en el punto x,=0
b) Caleular la funcion derivada

lim X = lim X
x—-0 X—O x—-0

1 1
xsen—+ kx -0 x2sen— + kx
a) 7(0) = lim £XI=7(0) _ _ lim xsen -+ k =k
x—-0 —O x—-0 X
szen% +x° cos(%j{;—gj +k sik=0

k six=0

b) #'(x) =

1 1 .
2 — i
(3 = xsenx cos(XjJrk sik=0

k six=0
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3x+5 si x<-1
4. - Estudiar la derivabilidad de la funcion f(x)=12 si -1<x<1
x%-3x+1 six>1

Para que una funcién sea derivable en un punto, antes ha de ser continua, vemos a simple vista
que la funcién f(x) es continua en x=-1 porque sus limites laterales coinciden y ambos coinciden con el
valor de la funcidn en el x=-1, veamos si es derivable en este punto:

x—-1" x+1 x—-1" x+1 x>-1 X +1
F(-1") = lim A=) lim 222 Jim -2 -9 3 Indeterminado.
x—>-1+ x+1 o1t X+1 xo x+1 0

Por tanto la funcién no es derivable en x=-1

Veamos en x=1, Veamos a simple vista que los limites laterales no coinciden, por la izquierda es 2 y por la
derecha es -1, por tanto la funcién no es continua, y por tanto tampoco es derivable en x=1.

Asi que podemos decir que la funcién no es derivable ni en x=-1, ni en x=1. En los restantes puntos de R
si es continua y derivable, por ser una funcion definida a trozos con tres ramas ambas polinémicas.

» x3—xsix<-1 )
5.- Calcular a y b para que la funcion f(x)= sea derivable.
ax®+bx six>-1

Como ya sabemos, para que una funcién sea derivable, ha de ser continua, por tanto:
lim A(x)= lim x*-x=0

X o 2 Para que sea continua, a=b
lim A(x)= lim ax“+bx=a-b
x—-1* x—>-1"

Veamos si es derivable:

Vamos a calcular las derivadas laterales en x=-1:

3
F(=1)= lim Fx)-f(D) _ lim X —x-a+b_ lim X(x+D)(x-1) lim x(x-1)=2
x+1 x—>-1" x+1 x—-1" x+1 x—>-1"

x—>-1"

ax’+bx—-a+b alx +1)(x -1+ b(x +1)

A1y = lim FX=FED i _ lim

x—>-17 x+1 x—-1t x+1 x—-1t x +1
lim alx-1)+b=-2a+b
x—-1*"

Y para que sea derivable ambas derivadas han de ser iguales. Por tanto:

a=b .
{_ 2a+b=2 = a=b=-2 Por tanto f es derivable para a=b=-2

6. - Calcular las derivadas de las funciones:

f(x)= x° g(x)=1g° (%j Alx)=V1+x* I(x)= (A/'csen)()”52 x

sen’x

£(x) = 3x%(sen’x)— x*2senx cosx 3x’sen’x — x’sen(2x)
sen’x sen’x
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g(x)= 27‘9(%){1 " ZGD% - (gj(l i ng(gD

3
h'(x)= 1 43 = 2x
241+ x* N

Para la dltima aplicaremos derivacién logaritmica:

In(Z(x))= In(/lrc.S'eﬂ)()Cosz * D In(I(x)) = Cos’x:In(Arcsenx)

Derivamos:

I'(x) 1 1 2
=2-senx-cos x-In(arcsenx) + . cos® x
I(x) arcsenx \J1— x?

Operamos y despejamos I(x):

2
I‘(X)=I(X)-(sen2x-ln(a/~csenx)+ cosx 1 J
arcsenx \J1_ x?

De donde:

2
I'(x)=(Arcsenx)* X[s‘eﬂZX'ln(a/‘CSenx)-i- cosx 1 J

arcsenx 1 - x?

7.- Derivar y simplificar:

f(X):ArcfgiJr—i—Arcfgx g(x)= (7—%j/lrcsenx+—\/ -
DY W ¢ £/ L1 ) S U 1 21
) 1+x) (1-x)? 1+x% (I-2x+x3)+(1+2x+x%) (1-x)? 1+x°?
+[1_Xj 1-2x+x°
ot 2 111
201+ x%) (1-x)? 1+x? 1+x? 1+x?
1-2x+x°
2
g'(x)= Xarcsenx+[x7—lj o ‘11 _x? X J—( 2x)=
xarcsenx + 2" 1 + 1-x* X :Xarcsenx+(2X “DrA-x)-x° = xarcsenx
41— x? 4 41-x? 41— x°

8. - Calcular la derivada n-ésima de la funcién f(x)=e**
Empezamos calculando la primera derivada:
f'(x)=2e*

Calculamos la segunda:

f'(x)=2e**2=2%*
Calculamos la tercera:

f''(x)=2%e**2=2%**
Por lo tanto cabe esperar que la derivada n-ésima sea:

F(x)=2"e*

Vamos a demostrarlo por induccion:

Sea £"(x)=2"-e**, entonces F"V(x)=2""€?**, vamos a ver:
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d d
n+1) — n) _ 27 g2% _ N g2X . _ o+l g2x
F70(x) o 7 (x) e e e

Por tanto queda demostrado que: |[F”(x)=2"-e**

9. - Hallar un punto del intervalo [0, 1], donde la tangente a la curva f(x)=1+x— x?, sea paralela
al eje de abscisas.

Si la recta tangente es paralela al eje de abscisas, es porque su pendiente es cero, entonces en ese punto
la derivada es cero:
f'(c)=0
Calculamos la derivada f(x):
f(c)=1-2c
Y tiene que ser igual a cero.

F)=0 > 1-2c-0> C'=%

Vemos que el punto donde la curva de f(x) tiene una tangente de pendiente cero, o paralela al eje OX, es
en el x=0,5, que por supuesto pertenece al intervalo [0,1].

3
10. - Hallar los puntos en los que la tangente a la curva f(x)= %— x%-3x+1 sea:

a) Paralela el eje OX
b) Paralela a la recta: g(x)=5x+3

¢) Perpendicular a la recta: h(x)= % +1
a) Silarecta tangente es paralela al eje OX, entonces su pendiente es cero. m=0.

f'(c)=0
f(c)=c*-2c-3

— 1
}-) ct-2c-c=0> {C
c=3

Entonces la curva de f(x) tiene rectas tangentes paralelas al eje Ox en los puntos x=-1y x=3.

b) Si la recta tangente es paralela a otra, entonces su pendiente es la misma que la de esta otra
recta. Por tanto aqui m=5.
Asi que:

f'(c)=5
Flc)=c*-2c-3

c=4

}-) c®-2c-3=5> ¢*-2c-8=0 > {C_ )

Entonces la curva de f(x) tiene rectas tangentes paralelas a la recta y=5x+3 los puntos x=-2 y x=4.

c) Si la recta tangente es perpendicular a otra recta, entonces su pendiente es la opuesta de la

. . . . 1
inversa, es decir: Si como en este caso la pendiente de la recta es m =3 lo que hacemos es

invertirla: m'=3,y después le cambiamos el sigho: m''=-3.
Por tanto:
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f'(c)=-3

=0
Fc)=c?*-2c-3 2

}-) c?-2c-3=-3 > c2-2c=0> {Z

Entonces la curva de f(x) tiene rectas tangentes perpendiculares a la recta §+1 en los puntos x=0 'y
x=2.

- Halla el punto de la curva f(x)=In(1+x%)en el que la tangente es perpendicular a la tangente
trazada por el punto de abscisa x=1.

En este ejercicio lo primero es calcular la recta tangente en el punto x=1.

Calculamos f'(1): #'(x)= % > ()= ; =1, por tanto la pendiente de la recta tangente en x=1 es
m=1.

Como dicen que es perpendicular, la invertimos y le cambiamos el signo: m'= -1
Asi que:

fc)=-1 2
, 2c > s=-12>2c=-1-¢"> *+2c+1=0 D> (c+1f =0 > c=-1
f'(c)= 1+c¢

1+c¢

Entonces la curva de f(x) tiene una recta tangente perpendicular a la recta tangente trazada en el
punto x=1en el punto de abscisa x=-1.
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