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Matematicas 22 Bachillerato CCNN

7.0.- Introduccion

La palabra algebra proviene del libro Al-jabr wa’l muqabalah, del matemético arabe Al-Jowarizmi
(siglo IX). Con dicho nombre se designé en occidente en posteriores siglos a la ciencia que aprendieron del citado
libro. El principal objetivo del algebra clasico fue la resolucién de ecuaciones hasta practicamente la Edad Media
con la aparicién del libro de Al-Jowarizmi.

El Algebra se extendi6 hacia Europa a través de Espafia se consagré durante los siglos XVI y XVII.
Matematicos como Diofanto (siglo IlI), Cardano y Tartaglia (siglo XVI), Vieta y Descartes (siglo XVII), Gauss,
Galois, Hamilton, Sylvester y Cauchy (siglo XIX) son los principales impulsores del desarrollo y formalizacion
del Algebra durante la historia.

Con la unidad que comenzamos comienza un nuevo bloque del curso: Algebra Lineal, que estd bastante
relacionado con el dltimo que veremos a final de curso, el bloque de Geometria del espacio. A diferencia del bloque
anterior, este es mucho més mecénico en cuanto a sus aplicaciones practicas y constituye una potente herramienta
de base para estudios posteriores. En la siguiente unidad nos enfrentamos a un nuevo concepto que va mas alla
del campo de los nlimeros reales. Se trata de las matrices, con numerosas aplicaciones en muchos campos de las
ciencias.

6.1.- Matrices. Definicion y primeros ejemplos

Se llama matriz real de dimensién mxn, al conjunto de m'n nimeros reales ordenados en m filas
(horizontales) y n columnas (verticales). La forma més general de representar una matriz mxn es:

a, a, .. q,
a a e @
_ 21 22 2n
Amxn -
a, a, .. a.

Donde puede verse que cada numero real ocupa una posicién determinada por los dos subindices (ij). EI primer
subindice (i) indica el ndmero de la fila, y el segundo (j) el de la columna. Asi, el término aiz es el elemento que
estd en la 1° fila y en la 2° columna.

Las matrices se suelen representar por letras mayusculas A, B..... 6 por A Si queremos indicar su
dimensién.

Ejemplos:

A= [2 2 51J Es una matriz de 2 filas y 3 columnas.

Coa = (—1 01 O) Es una matriz de 1 fila y 4 columnas.

e Dos matrices son iguales si tienen la misma dimensién y coinciden término a término.

A:[I 2);3:{1 ZJ > A-B
21 2 1

7.2.- Tipos de Matrices

Entre las matrices existen algunas que reciben nombres especiales y a las cuales nos referiremos con frecuencia,
las més importantes son:
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v" Se llama matriz fila, a una matriz con una sola fila.
Asi pues, una matriz fila de orden m es una matriz con 1 fila y m columnas:

Am=(a @ - a,)
Ejemplo: /{X3=(1 0 —3)

v' Se llama matriz columna, a una matriz de una sola columna.

&

. . . . a
Asi pues, una matriz columna de orden n es una matriz con n filas y 1 columna: A, = 2

nl

1

Ejemplo: A  =|-4
0

v' Se llama matriz opuesta de A, y se simboliza por -A, a la matriz en la que todos los elementos tienen el
signo opuesto.

1 -2 102
Ej lo: A= A=
=lempro: (-3 4] (3 —4]

v' Se llama matriz nula, a la matriz que tiene todos los elementos igual a cero.

00
Ej lo: B =
jemplo [O O]

v" Se llama matriz cuadrada, a una matriz que tiene igual niimero de filas que de columnas.

1 2 3
Ejemplo: A4, . =A=2 1 -1
3 -10

e Se llama diagonal principal de una matriz cuadrada, a la formada por los elementos a; con i=j. En el
ejemplo anterior la diagonal estd formada por los elementos a;1=1, az=1, as3=0.

e Ala otra diagonal, se le llama diagonal secundaria.

v" Se llama matriz diagonal, a la matriz cuadrada que tiene nulos todos los elementos excepto los de la
diagonal principal.

1 000
0200
Ej lo: A=
Ljemplo: 0030
0 002

v' Se llama matriz escalar, a aquella matriz diagonal en la que todos los elementos de la diagonal principal

son iguales.
2 00
Ejemplo: A=|0 2 0
00 2
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v" Se llama matriz identidad de orden n, y se denota por I, a la matriz escalar del mismo orden cuyos
elementos de la diagonal principal son todos igual a la unidad.

1 0 .. O
I- 0 1 0
0o o0 .. 1
Ejemplos:
10 100
I, :(O IJ Matriz identidad de orden 2 I,=|0 1 0| Matrizidentidad de orden 3
001

v' Sellama matriz triangular, a la matriz cuadrada que tiene nulos todos los elementos situados por encima
de la diagonal principal (triangular superior) o por debajo de ella (triangular inferior).

Ejemplos: A =

_ =N

00 1 2 3
2 0| Triangular superior, B=|0 3 2| Triangular inferior.
2 3 001

v' Se llama matriz transpuesta de A, y se representa A’, a la matriz que resulta de intercambiar sus filas
por columnas:

Ejemplo: Si A= entonces A" = [1 4

2 5

;J . Vemos que la dimensién de A es 2x3 mientras que la de A' es 3x2.

N =
O O N

v' Se llama matriz simétrica, a la matriz que coincide con su transpuesta, es decir que a;=a;

1 2 3 1 2 3
Ejemplo: A=|2 1 -1| y A =|2 1 -1|,vemosqueA=A'
3 -10 3 -10

v' Se llama matriz antisimétrica, a la matriz cuya transpuesta es igual a su opuesta. Al=-A.

01 0 -1 0 -1
Ej : A= A = -A= At=-A
jemplo {_1 OJ [1 0 ] [1 0 ] vemos que

7.3.- Operaciones con Matrices

7.3.1.- Suma de Matrices

Para que dos matrices A y B se puedan sumar es necesario que tengan el mismo nimero de filas y de
columnas, es decir la misma dimensién. La matriz resultante se obtiene sumando los elementos de A y de B que
estén en la misma posicidn (ij).

Eiemglo:/!:(2 O],B:[_l 9) entonces/HB:[z_1 0+9):(1 9)

4 3 8 -4 4.8 3-4 12 1
Propiedades de la suma de Matrices:
e Asociativa: e Elemento Neutro:
(A+B)+C=A+(B+C) A+0=0+A=A
e Conmutativa: A+B = B+A ¢ Elemento opuesto: A+(-A)=0
© Raul Gonzalez Medina 2016 Matrices VII-3
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7.3.2.- Producto por un escalar

El producto de una matriz A por un escalar k (niimero real), es una matriz de igual dimensién kA, que se
obtiene multiplicando todos los elementos de la matriz A por k.

1 2 1 2 2 4
Ejemplo: A= k=2 ent A=2 =
emplo: Sea (3 4} v entonces A [3 4] (6 SJ

Propiedades del producto de ndmeros por matrices:

Sean A y B matrices, y sean a y b escalares
e A(bA)=(ab)A
e (atb)A=a-A+b-A
e a(A+B)=a-A+a'B
e 1LA=A
e  Elemento Neutro: A+0=0+A=A
e  Elemento opuesto: A+(-A)=0

7.3.3.- Producto de dos matrices

Dos matrices A y B solo son multiplicables si el nimero de columnas de A es igual al nuimero
de filas de B. El producto es otra matriz C, que tiene el mismo nimero de filas que A y el mismo nimero de
columnas que B, y cuyos elementos se obtienen del siguiente modo:

n
C,=a,h,+a,h, +..... +a, b, = kz;cz,.k~bkj
2 1 » 4
Ejemplo 7.1: Sean A=|3 1|y B=[1 _5] . Calcular A-By B-A.
2 0

Como ya sabemos, para multiplicar matrices tiene que ocurrir que el nimero de columnas de A ha de ser igual al humero de filas
de B. Vemos que el niimero de columnas de A es 2, y que el nimero de filas de B es 2, por tanto ambas matrices se pueden
multiplicar y la matriz resultante tiene 3 filas y 2 columnas.

e  Para multiplicar hacemos: Fila de A - Columna de B

22+11  2(-1)«15 ) (5 3
ABXZ.BZXZ =32+ (_1)1 3(_1) + (_1)5 =5 -8|= C;XZ
22+01  2(-1)+05 | |4 -2

Veamos ahora el caso de B-A; como el niimero de columnas de B es 3 y el de filas de A es 2, entonces ho podemos calcular B-A.
BZXZ‘%XZ = 7

Propiedades del producto de Matrices:

e  Asociativa: (A-B)-C=A:(B-C)
¢ No Conmutativa: A-B # B-A
e Elemento Neutro: AI=A (Siempre y cuando se puedan
multiplicar)
e  Distrubituva con respecto a la suma:
A-(B+C)=A-B+A-C
(B+C)-D=B-D+C:D

En general, el producto de matrices no es conmutativo, pero existen algunos casos en los que si lo es, en estos
casos, se dice que las matrices son permutables.
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7.3.4.- Potencia de una matriz cuadrada

Se define la potencia de una matriz cuadrada (si no es cuadrada no tiene sentido calcular la potencia), al
producto matricial de n matrices iguales, esto es:

A" = A A4 A........... A

N R e

Algunas veces nos piden calcular potencias de una matriz de exponente muy elevado. En estos casos,
podemos encontrar una férmula de induccién, como veremos en el siguiente ejemplo.

2
Ejemplo 7.2: Sea la matriz A= [3 ] , encontrar AS.

100
Ejemplo 7.3: Calcular A Siendo A lamatriz A={1 1 0.
101
10 0|1 0O 100
Lo primero es calcular A% 4°=A4A=|1 1 O}{1 1 0|=[2 1 O
10 1)1 01 2 01
1 0 0)(1 0O 100
Después calculamos A% A*=A4>4=2 1 O}{1 1 0|=|3 1 O
2 0 1){1 01 301
Parece ser que las sucesivas potencias conservan la primera fila igual, la segunda cambia en primer término y lo mismo ocurre

con la tercera.

100
Cabe suponer entonces que la potencia n-ésima serd: A'=ln 10
n 0 1
1 0 0)(1 0O 1 0
Veamos si lo hace paran+l: A" =A"A=|n 1 O}l 1 O|=|n+1 0
n 0 1j{1 01 n+l1 1

es cierta.

O 0O “~—

—~ O O

0

1

0
1
Por tanto queda demostrado por induccion que la igualdad supuesta A” =| n
n

Y otras veces la potencia es ciclica, es decir, conforme se va elevando el exponente encontramos que para
un cierto exponente el resultado es la misma matriz o la matriz identidad:

0
Lo primero es calcular A% 4% = A-A=|0
1

Después A% A° =42 A=14=4

Vemos que para potencias pares (2n) la matriz es Iy para las impares (2n-1) la matriz es A

000
Por tanto: 42000 :(Az)' (1) = y 42001 _ 42000 4y 4_ 4
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7.4.- Ejercicios Resueltos

-1 2 0 1
1.- Dadas las siguientes matrices: A= ( ! 3] ,B= (2 3] calcular:

a) A+By B+A
b) A-ByB-A
c) ces A‘B=B-A?

I T K ) P L F S
LR Y M RS I (A S Y

¢) No. El producto de matrices no es conmutativo.

3 5 2 -1 0 2 4 6 7
2.- Dadas las siguientes matrices: A=|1 3 4|, B=|3 1 5|C=[{3 5 0
6 0 1 6 1 4 0 0 2
Hallar:
a) A (B+C)
35 23\(-1 0 2 4 6 7 3 2Y(3 6 9 51 50 64
AB+C)=1[1 3 44| 3 1 S5[+|3 5 O0f|=|1 3 416 6 5|=[45 28 48
6 0 1 6 1 4 0 0 2 6 0 1)l6 1 6 24 37 60
b) AB
3 5 2)\-1 3 6 1 24 31
AB=[1 3 4|1 0 1 = 7 26 25
6 0 1){l2 5 4 -4 23 40
c) A(3B-2C)=
3 5 2)\(-3 0 6 8 12 14 3 5 23\-11 -12 -8 18 —-65 67
1 3 4(1|9 3 15|-16 10 O ||=|1 3 4|4 3 -7 15|=] 70 =21 69
6 0 1 18 3 12 0 0 4 6 0 1) 18 3 8 -48 —-69 -40
d A?
3 5 2\3 5 2 26 30 28
A2=AA=|1 3 4141 3 4|=|30 14 18
6 0 1)l6 0 1 24 30 13
3
1
3.- Calcular A‘B y B-A siendo A vy B las matrices: A = (1 3 2 - 1),B = 5
2
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; 3 39 6 -3
) o) 2 6 2 =2

2 3 1 0
4. -Dadas las matrices A = (1 J,I = (O J ; calcular A%-3A-1

AZ2-3A-I=
23232310_23_23 6 9) (1 0) (7 9) (7 9) (0 0
11 1 1) to 1)\t 1tJt1 1) \3 3/ o 1) (3 4/ 1|3 4) lo o

11
5.- Probar que A" =2"1-A, siendo A = (1 ]

Lo primero que hacemos es calcular A%

, 1011 (2 2) (11
A= A= J = =2 =24
1yl )2 2) "
Ahora A*: A= A*A=2AAd=24"=224=44=2"4
Para At A*= A A=2AAd=2A>=2"24=2"4

Vemos que se cumple que A"=2"1-A

Supongamos que se cumple que A"=2"1-A, entonces por induccién:
An+1 — A" A= 2n—l,A,A — 2”—1.A2 — 2”—1.2.A =2"4

Por tanto Ar=2"1-A

1 0
6.- Sea A= (3 J v sea n un nimero natural cualquiera. Encontrar el valor de A" para cada n v

hallar A3%° - A%50

5 1 0)(1 O 1 O 1 O
Lo primero es calcular A% 4° = | = =
3 1)(3 1 6 1 32 1
3 5 1 01 O 1 O 1 O
Ahora calculamos A% 4” = A4 = . = —
6 1)\3 1 9 1 33 1

1 O
Vemos que se cumple que 4" =
3n 1

1 0
Supongamos que esto es cierto, entonces por induccion: A = (

3(n+1) 1

© Raul Gonzalez Medina 2016 Matrices VII-7



Matematicas 22 Bachillerato CCNN

a0 (010
- 3r )3 1) (B3r+3 1) Br+D 1

Por tanto: A" =

3n 1
0 0 1 0 0 1
7.- Se consideran las matrices M ={0 1 O[N=|x 1 0
I 00 y 0 0
a) Determinar x e y para que M-N=N-M
b) Calcular M?91 y M?002
a)
0 10 0 1 y 0
M-N = I Of{x 1 O|=x 1
0 0)ly 0 O 0 0
0 0 1)0 0 1 I 0 0
NM=x 1 0[O0 I O0|=|0 1 x
y 0 0){1 0 O 0 0 y
Para que N-M=M-N tiene que ocurrir que x=0, y=1
0 0 1 0 0 0
b) Primero calculamos M2 M* =M-M =|0 1 0 1 0|=(0 1 0|=1
I 0 0){1 0 O 0 0 1

Ahora calculamos M3 M* = M*M =I-M =M

Vemos que las potencias pares (2n) resultan la matriz identidad, y las impares (2n-1) resultan M.
Portanto: M = MM = (M )" M = (1)*-M = I-M =M

v M2 a0l A A2 =

calcular B"

N Ty

1
8.- Sea la matriz B=|1
1
11 111 1) (33 111
B*=BB=|11 11 1 1|=|3 3 =311 1|=3B
1 1 1){111) (3 33 111
B’=B*B=3BB=3B>=33B=3"B
B*=B*B=3"BB=3"B*=3*3B=3"RB

Por tanto cabe suponer que B"=3"1-B

Supongamos que esto es cierto, entonces por induccién B**1=3"B

© Raul Gonzalez Medina 2016 Matrices VII-8
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B"™ =B"B=3"BB=3"B"=3"3B=3"B

Por tanto B"=3"1'B

0 3 4
9.- Considere lamatriz A=| 1 -4 -5
-1 3 4

a) Siendo I la matriz identidad de orden 3 comprueba que A3+1=0
b) Calcula la matriz A*°

-1 0 1 -1 0 0

A=1 4 4| A£=0 -1 0 |=-I Portanto A’+I=0
-1 -3 -3 0 0 -1

A = L A= (L) A=(-1)d=-T-4=-4

I —-1\(x I x\3
10.- Resolver la siguiente ecuacion matricial: y =
3 2 )\y y —1)\2

Haciendo la multiplicacién, obtenemos :

x—y=3+2x -5 =7
De donde resolviendo el sistema x=—,y =—
3x+2y=3y-2

11.- Encuentra dos matrices A v B, cuadradas 3x3, con coeficientes reales tales que satisfagan las
dos igualdades siguientes:

3 8 -3 1 1 -1
34+2B=|-2 2 -3| v A-B=|1 4 4
7 2 4 -1 -1 2
a,; 4y 4y b, b, b

Sean A=|a, a, ayl|yB=|b, b, by | Entonces:

a1 4y dy by by, by

a,—b, =

de donde a;1=1 y by;=0
3a,,+2b, =3
a, —b, =1

de donde a;2=2 y biz=1
3a,,+2b,, = 8} * *

a; —b; =-1

de donde aj;z=-1 y bi3=0
3a,,+2b,, = —3} ” ?

Reiterando este proceso para los demas a; obtenemos:

12 -1 0 1 0
A=[0 2 1|y B=[-1 -2 -3
10 0 2 1 2
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Otra forma seria, multiplicar A-B por 2 y sumar con 3A+2B, de esta forma obtendriamos
5 10 -5

54=|0 10 5 | de donde despejarfamos A, y B lo calculamos despejando en la otra ecuacién.

50 0

12.- Comprueba que (A+B)' = A' + B', vy que (A’) = A, a partir de las matrices

1 2 3 2 1 -1
A= y B=
4 5 6 0 3 -2

1 0 2 -1 0 1 7 1 -1 -3 1 5
13.- Siendo A = ,B= ,C = , D=
(4 1 3} (—4 1 3} (48 -10 Oj (6 2 4}

Calcula 2A-3B+C-2D
18 -1 =10
24-3B+C-2D =
56 —-15 -11

14.- Dadas las siguientes matrices,

7 0
2 7 15 I -1
1 23 -1 1
A= ,B= ,C=6 3 0 O0,D={0 5 2
-2 51 0 1
-2 =510 2 -3
3 4

efectua los posibles productos entre ellas. (Hay 6 posibles multiplicaciones)

Las posibles multiplicaciones son: A‘C, A-D, C-B, B‘A, D-C, D-D

22 28
8§ -2 4 5 7 18 -4

AC = AD= CB={39 3
24 -4 -1 -10 0 30 5

—9 -4
7 14 21
6 -1 2 5 3 -3 -4
-3 3 -2
BA=| o | DC=[26 5 2 0| DD=|4 31 4
28 38 -1 10 —4 4 17
-5 26 13

© Rall Gonzalez Medina 2016
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1

1 0 -1 5 4 0
15.- Para las siguientes matrices A = (2 7},3 2( 4 J,C 2( J comprueba las siguientes

igualdades:
a) A-(B-C)=(A'B)-C
b) A«(B+C)=A'B + A-C
c) (A+B)-C=A-C + B-C

16.- Encuentra las potencia n-ésimas de las siguientes matrices:

| a 0 0 1 11
B:(O TjCzObOD:OII
0 0 ¢ 0 0 1
n’+n
a 0 0 1 n
1 na 2
B"ZO 1;C"=0 b" 0 ;D"=|0 1 n
0 ¢ 0 0

17.- Hallar las matrices A y B cuadradas de segundo orden que verifican:

3 -1 8 -2
A+B= ; 24438 =
3 4 7 9

1 -1 2 0
Resolviendo el sistema tenemos: 4 = 3 ,B= 11

6
18.- Sea A :( p IOJ' Encontrar una matriz cuadrada triangular B tal que A=B-B'. éexiste una

sola?
a b a o 24eb* b
Sea B = y B' = entonces: BB’ = “ f
0 ¢ b ¢ cb c
Por tanto:
X c= i\/m
a’+b*=6
. . 3410
bc=-6 Si resolvemos este sistema obtenemos : b = + 5
2 _
c =10 2\/3
a=4=
5

2J15 3410

La matriz B es de la forma: B = 5 5

0 10

La solucién no es unica, hay varias matrices, segin cojamos el signo de a, b y c. Ademas si la matriz B es de la

a 0
forma BZ(

j obtenemos otros resultados.
C

© Rall Gonzalez Medina 2016
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3 2 7
19.- Sean 3 matrices cuadradas A,B,Ccon B=|1 2 4| yAB=C.
51 9

¢Como ha de ser la primera fila de A para que la primera fila de B y la primera fila de C sean iguales?
Tiene que ocurrir que:

a b c\(3 2 7 3 27

11 2 4=

51 9
Por tanto:
3a+b+5¢c=3

2a+2b+c =2 } Resolviendo el sistema a=1, b=0, c=1 la primera fila es (1 0 0)
TJa+4b+9c =7

¢Como ha de ser la segunda fila de A para que la segunda de C sea igual a la segunda de B
multiplicada por 4?
Tiene que ocurrir que:

3 2 7

a b cl|{l 2 4(=14 8 16
519

Por tanto:

3a+b+5c=4

2a+2b+c=8 Resolviendo el sistema a=0, b=4, c=0 la segunda fila es (0 4 0)
Ta+4b+9c =16

Si queremos que la primera fila de B quede multiplicada por 3, la segunda por 4 y la tercera por -2,
¢Cémo ha de ser A?

30 0
Adeserdelaforma: A=|0 4 0
0 0 -2

cY si queremos multiplicar las tres filas por 1? En este caso dejamos a B igual. Esta ultima matriz A
se la llama matriz unidad y se denomina I.

20.- Sean las matrices siguientes:

-1 2 I 2 1
31 2 2 0
A=|3 1| B=|2 1 2| C= D=
0 2 1 I 3
2 3 0 3 1

Calcula todos los posibles productos entre ellas.

B'‘A,AC,D-C,AD,BB,DD, CB,CA
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