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Matematicas 22 Bachillerato CCNN

9.0.- Introduccion

Uno de los principales objetivos del Algebra clisica ha sido la resolucién de ecuaciones y sistemas de
ecuaciones. Desde este punto de vista, el Algebra tendria mas de 2000 arios de antigiiedad pero hasta la Edad Media no
se desarrolla de mano de los arabes. Después, alcanza su madurez y esplendor en Europa, sobre todo en el renacimiento
italiano.

9.1.- Sistemas de Ecuaciones lineales

Se llaman ecuaciones lineales a las ecuaciones en las que todas las incégnitas aparecen con grado 1;
no estan elevadas a ninguna potencia, ni bajo ningtin radical, ni multiplicadas unas por otras.... como por ejemplo:

2x-4y=2 ; x-5y=7 ; 6x-3y+2z=0

Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de ecuaciones de la forma:

Ay Xy 40y Xy F e, +a,,°X, =b,
Aoy "Xy + UgpXg + eeverrennn +a,,'Xx, =b,
A, X 0,5 Xy F e +a, X =b

Donde m es el n° de ecuaciones lineales y n el n° de incégnitas, los a; son los coeficientes del sistema (ntimeros

reales), los x; son las incognitas y los b, son los términos independientes (también nimeros reales).

Resolver un sistema de ecuaciones es encontrar los valores de los x; para los que se cumplen todas las ecuaciones

o concluir que el sistema no tiene solucién.

En resumen podemos clasificar los sistemas de ecuaciones lineales del siguiente modo:

Determinado (5.C.0.)— Solucién dnica

Compatibl
ompatibie {Inde'rer'minado:(S.C'.I.)—Muchas Soluciones

Sistemas de ecuaciones lineales

Incompatible : (5.I.) - Sin solucion

Llamamos M a la matriz de coeficientes y M’ a la matriz ampliada con los términos independientes:

a;  Op a, a; O a, |b,
M= Uy Gy dy, M = Gy dy ay, |by
aml amZ amn aml am2 amn bm

9.1.1.- Algunos sistemas a conocer

Un sistema de ecuaciones lineales tiene forma escalonada cuando cada ecuacién tiene una incognita
menos que el anterior, de forma que su matriz de coeficientes sera una matriz triangular.

Dos Sistemas se llaman equivalentes cuando tienen las mismas soluciones a pesar de tener diferentes
ecuaciones.

Un sistema lineal se llama homogéneo si todos los términos independientes son cero, en caso contrario
se llama sistema heterogéneo.

© Raul Gonzalez Medina 2016 Sistemas de Ecuaciones Lineales m




Matematicas 22 Bachillerato CCNN

Un sistema_homogéneo nunca es _incompatible, pues siempre admite al menos la solucién x=y=z=0.
Llamada solucion trivial.

9.1.2.- Expresion matricial de un sistema

Dado un sistema de m ecuaciones y n incégnitas:

Ay X + 0y Xy F e, +a,°x, =b
Qg Xy + Qg Xy + eveerennnn. +a,,'X, =b,
A, X+ 0,0 Xy F e +a, x =b,
Llamaremos expresion matricial de este sistema a la expresién:

a, Gy .. a X, b,

Uy Oy oo Gy, | X, _ b,

a, 0., .. a_ X, b,

Matriz de Coeficientes Matriz de las Incégnitas Matriz de los términos independeintes

Si M es la matriz de los coeficientes, X la matriz de las incégnitas y B es la matriz de los términos independientes,
la expresion matricial de este sistema viene dada por:

M-X=B

Para resolver un sistema como una ecuacién matricial de este tipo, es necesario que exista M1, es decir que la
matriz M sea una matriz regular (cuadrada y determinante no nulo), si esto ocurre, su solucién vendra dada por:

X=M"'B
X+y+z=2

Ejemplo: Resolver el siguiente sistema: 1 3x —2y—z =4

2x+y+2z=2
1 1 1)\(x 2
Si lo escribimos en forma matricial llegamosa: | 3 -2 -1||y|=|4
2 1 2)\z 2

1 1 1

Sean M, la matriz de coeficientes M =| 3 -2 -1| , calculamos si es posible la inversa de M:

2 1 2
(Bt % 7% )%
M’1=M~Adj(M‘)=§—é; z; 45 = % —% -y
W 3% 58

Por tanto para resolver el sistema solo nos queda:
o (%K% K2 2 x
X:M‘l-B:y:%—lz -/2-4:-2 vl=|-2

z

z%%5/823

Por tanto el sistema es compatible determinado y su solucién es: {x=2; y=-2; z=3}
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9.2.- Método de Gauss

El método de Gauss, estudiado el curso pasado y que repasaremos ahora, consiste consiste en
convertir un sistema de igual nimero de ecuaciones que incégnitas (normalmente 3x3) en otro equivalente que
presente una forma escalonada, y que por lo tanto, se pueda resolver con mucha facilidad.

e Para conseguirlo se efectiian, segiin convengan, cuatro transformaciones elementales.
Multiplicar una ecuacién por un nimero distinto de O.

Sumar a una ecuacién una combinacién lineal de las otras.

Intercambiar ecuaciones.

Cambiar el orden de las incégnitas.

O O O O

xX+2y+z=9
Ejemplo: Resolver mediante Gauss el sistema:  x —y—z =-10
2x-y+z=5

La primera ecuacién (1) siempre se deja igual (procurando que esta sea la mas sencilla), a la segunda (2) vy a la tercera (3)
tenemos que anularle el término que lleva x.

X+2y+z=9 =) x +2y +z = 9
x—y-z=-10 —DO=O" | 3y -2z = -19
2x — V+z= 5 3)-2:)=3)’ —5y -z = -13

Una vez que hemos anulado los términos en x de la segunda y tercera ecuacién, dejamos fija la 12 y la 22 ecuacién y
anulamos el término que lleva la y en la 32 ecuacién.

O'=@" x 42y +z = 9
2)=(@2)" -3y 2z = -19
3(3)-5(2)'= (3)" 7z = 56

Asi obtenemos un sistema que presenta forma escalonada. De la ultima ecuacién (3) ““ obtenemos z=8, sustituyendo en la
(2)” " resulta y=1, que a su vez sustituyendo ambas en (1)~ obtenemos x=-1.

Por Tanto tenemos un S.C.D. {x=-1, y=1, z=8}

9.3.- Discusion de sistemas. Teorema de Rouché - Frobenius

Discutir o clasificar un sistema es decir de qué tipo es: compatible determinado, compatible
indeterminado o incompatible, como ya hemos visto con anterioridad. Antes de resolverlo podemos determinar de
qué tipo es gracias al Teorema de Rouché — Frobenius.

El Teorema de Rouché - Frobenius permite conocer si un sistema de ecuaciones tiene solucién a partir del
estudio del rango de la matriz asociada al sistema (matriz de coeficientes M) y del rango de la matriz ampliada de
éste (matriz M*).

Determinado :Rang(M) = Rang(M*) = n° de incégnitas

C tible: R M) =R M*
ompatible: Rang(M) = Rang(M*) {Indeter‘minado: Rang(M) = Rang(M*) < n° de incdgnitas

Sistemas

Incompatible : Rang(M) = Rang(M*)

Es importante tener en cuenta que Rang(M)<Rang(M*), ya que la matriz M estd contenida en M*. Este detalle,
aunque muy simple, es de enorme utilidad ya que nos ahorra en muchas ocasiones, tener que determinar el rango
de M*,

En muchas ocasiones los sistemas dependeran de uno o dos parametros, cosa que complica sustancialmente la
discusion. Por ello, tendremos que distinguir los diferentes casos en funcién de los rangos de M y de M*.
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9.4.- Resolucion de Sistemas de Ecuaciones lineales. Regla de Cramer

Ademas de las dos formas de resolucién ya conocidas, el de la matriz inversa y el del método de Gauss,
existe otro llamado Regla de Cramer.

Estudiando un sistema de ecuaciones por el Teorema de Rouché-Frobenius, si resulta compatible,
podemos hallar su solucién mediante la regla de Cramer.

9.4.1.- Regla de Cramer

Un sistema de ecuaciones lineales es un sistema de Cramer si la matriz de coeficientes A, es regular.
Por tanto, este tipo de sistemas son siempre S.C.D.

Para calcular las soluciones de un sistema utilizamos dos determinantes:

e Determinante de la matriz de coeficientes M. |M |

e Determinante |A /| que se obtiene al sustituir, en la matriz M, la columna de la incégnita i (x, vy 6 z) por la

columna de los términos independientes.

El valor de cada incégnita se obtiene de la siguiente forma:

A, 3, A,
M YTIM TIM
M| w M|
2x+3y-z=6
Ejemplo: Resolver el sistema {x -5y +2z =-4
3x+2y-3z=-6
2 3 -1
La matriz de coeficientes A=|1 -5 2 |, calculamos ahora su determinante:
3 2 -3
2 3 -1
|A| =1 -5 2|=32%0 = Aesregular = El sistema es de Cramer =» Sus soluciones son:
3 2 -3
6 3 -1 2 6 -1 2 3 6
-4 5 2 1 4 2 1 -5 4
—62—3321 3—6—395,3 32—61605
x=—-——=—-+=1; = == ) Z=———————=——=
2] 32 YT 32 A 32
S.C.D.={x=1, y=3, z=5)

Utilizando un pequefio truco, podemos utilizar este método de resolucién a sistemas compatibles
indeterminados.

Si un sistema es compatible indeterminado es porque Rang(A) = Rang(B) < n° de incégnitas, si
llamamos grado de libertad (g) a la diferencia entre el n° de incégnitas vy el rango de las matrices.

Llamaremos menor principal de la matriz A al menor que nos da el rango de las matrices, este menor
nos da un nuevo sistema de ecuaciones con tantas ecuaciones como incégnitas llamado sistema principal. Este
sistema es equivalente al principal y se puede resolver con la regla de Cramer, teniendo en cuenta que las soluciones
quedaran en funcién de tantos pardmetros como indique g.
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x+2y+z=0
Ejemplo: Resolver el siguiente sistema: <x +y =0
2x+3y+z=0
Escribimos las matrices My M*.
121 1210 121
M=[1 1 0|;M*=1 100> |M=1 1 0=(1+3)-(2+2)=0 =Rang(A)«3
2 31 2310 2 31
i i:—l = Rang(A)=2

Para la matriz M* ocurre exactamente igual porque tiene una columna nula = Rang(B) = 2 = Rang(A) < n° de incégnitas.
Tenemos que el sistema es S.C.I. y como A no es regular, no podemos utilizar la regla de Cramer.

Como para obtener Rang(A) = 2 hemos utilizado las dos primeras ecuaciones, entonces la tercera la podemos eliminar y el
sistema queda:

x+2y+z=0

{X +y=0

x+2y+4=0

0 y si pasamos los términos con A a la derecha de las igualdades, nos queda:
X+y=

Si llamamos z = 1 , tenemos: {

2y =-1 p . . 12 12 -2
{i:yyzo Si aqui volvemos a escribir las matrices Ay B: A:(l 1] y B:[l 1 O]

Como podemos observar, ahora A si es una matriz regular, porque es cuadraday su determinante es distinto de cero. & Podemos
utilizar la regla de Cramer para resolver el sistema.

-1 2

Por tanto las soluciones del sistema son S = {1,—1,1}

9.5.- Sistemas con parametros

Se llama discutir un sistema de ecuaciones en funcién de uno o varios pardmetros al hecho de
clasificarlo segtn los valores que puedan tomar dichos pardmetros.

Como norma general de discusién podemos seguir el siguiente proceso:

» Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes (A) en funcién del parametro o parédmetros, lo
igualamos a cero y resolvemos la ecuacioén.

» Calculamos los rangos de las matrices A y B y utilizamos el teorema de Rouché-Frobenius para clasificarlo.

» Sies compatible (determinado o indeterminado), lo resolvemos por alguno de los métodos anteriores.
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2x+y=1
Ejemplo: Discutir el sistema: <x+y -2z =1
3x+y-az=>b
210 21 0 1
Las matrices de coeficientes y ampliada son respectivamente: M=|1 1 2| y M*=1 1 -2 1
31 -a 31 -a b
21 0
Calculamos el determinante de M: [M|=|1 1 -2|=-a-2 > |M=0 o a=-2
3 1 —a
e Siaz-29 Mes regulary el sistema es de Cramer = S.C.D.
: 2 1
e Sia=-2< Rang(M) = 2 porque 11 =120 .
21 0 1 1 0 1
Si sustituimos a = -ZenM* 2> M*=|1 1 -2 1| yahora calculamos el rangode M* 1 -2 1/=5H-1
31-2 56 1 -2 b

v Si b=1=» Rango(M*) = 2 = Rang(M) < 3 , =-2+0 , entonces el sistemaes S.C.I.

1 -2
v Si bzl > Rang(M) = 2 # 3 = Rang(M*) = el sistema es S.I.

1 0

eSiax-2 — SCUD.
En resumen: . eSib=1 — SCI
eSia=2 —>
eSib#1 — SlIL

9.6.- Resolucion de sistemas homogéneos

Sabemos que un sistema es homogéneo si todos los términos independientes son cero, y que ademas,
estos sistemas son siempre compatibles. Aplicando el Teorema de Rouché Frobenius:

¢ SiRang(M)= n° de incégnitas =» S.C.D. Solucién trivial. (0,0,0).
e SiRang(M) < n° de incégnitas = S.C.I. Infinitas soluciones, entre ellas la (0,0,0).

9.7.- Ejercicios Resueltos

1.- Comprobar que los sistemas de ecuaciones siguientes uno es determinado, otro indeterminado y
otro incompatible:

8x+y+4z=9 6x-y+3z=6 x+y+z=1
a)ybx-2y+4z=6 b)-6x+8y+0z=-10 c¢){3x-4y+0z=5
x+y+0z=1 2x-5y-z=4 7x-y-3z=8
8x+y+4z=9

a)Sea el sistema, {5x -2y + 4z = 6 lo primero que hacemos es escribir su matriz A (matriz de coeficientes) y su
x+y+0z=1

matriz B Ampliada (Coeficientes + términos independientes)

© Raul Gonzalez Medina 2016 Sistemas de Ecuaciones Lineales m



Matematicas 22 Bachillerato CCNN

8 1 4 8 1 49
A=|5 -2 4|lyB=|5 -2 4 6
1 1 0 1 1 01

Ahora calculamos el rango de cada una de ellas.
8 1 4 (8 1 4

|A|=5 -2 4=-3 -3 0 =0
1 1 O 1 1 O|@°Fila-12Fila)

Calculamos ahora un menor de orden 2 ‘g _12‘ =-21=0

Por tanto Rang(A)=2
8 1 4 9 1 4 9

B=|5 -2 4 6| Cojo de ella un menor de orden 3, -2 4 6|=0, tendriamos que calcular todos los
1 1 01 1 01

menores de orden 3 que se puedan obtener de esta matriz. Pero no es necesario porque si:
8 1 4 9

B=|5 -2 4 6] Sialasegunda fila le quito la primera, obtengo (— 3 -3 0 - 3) que es igual que la 3 fila
1 1 01

multiplicada por 3.

Por tanto todos los menores de orden 3 de esta matriz son nulos porque la 32 fila es combinacién lineal de 22 y la
12, asi que calculo un menor de orden 2:

8
‘ =-21+0. Por tanto Rang(B)=2

:
Y como Rang(A)=Rang(B)=2<3(N° de incdgnitas), entonces el sistema es S.C.I.

Aunque el ejercicio no lo pide vamos a calcular sus soluciones. Como la 32 fila es combinacién lineal de la 12 y la
22 la eliminamos.
Hacemos z = 1 y reescribimos el sistema:

8x+y=9-41 8 1 8 1 9-42
Por tanto ah t A= =
{5)(_2}/:6_41, or tanto ahora tenemos: A (5 _z]yB (5 P 6—41}

Calculamos el rango de ambas: Rang(A)=Rang(B)=2(N° de incdgnitas), por tanto convertimos el sistema en un
sistema de Cramer (A es regular). Y lo resolvemos por la regla de Cramer:

9-42 1
x_[0-44 —2 _-18+481-6+41 121-24 41-8 _8-44
8 1 -21 -21 -7 7
2
8 9-44
y=‘5 6—4/1‘=48—32/1—45+20/1=—12/1+3=—4/1+1=4/1—1
8 1 -21 -21 -7 7
2

Z=21

Por tanto, multiplicando todas las soluciones por 7 tenemos:
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SCL {x=8-42,y=41-1,2z=72}

bx-y+3z=6
b) —6x+8y +0z=-10
2x-by-z=4
6 -1 3 6 -1 3 6
Lo primero es escribirAyB; A=|-6 8 O0|; B=|-6 8 0 -10/|.
2 -5 -1 2 -5 -1 4
Calculamos el rango de ambas:
° 131 14 g |6 -1 6 -1
|A|:—26 _85 _01:3‘2 —5‘_1‘—6 8‘:42—42=O;‘_6 8‘=54¢O,

Por tanto Rang(A)=2
-1 3 6 -16 0 18
8 0 -10={8 0 -10/=-1
-5 -1 4 -5 -1 4
Por tanto Rang(B)=3.

-16 18
8 -10

‘ = -1(160-144) 2 0

Como Rang(A)#=Rang(B), entonces el sistema es Incompatible (No tiene solucién)

x+y+z=1
c)3x -4y =5 Como siempre, escribimos las matrices A y B:
7x-y-3z=8
1 1 1 1 1 1 1
A=|3 -4 O B=|3 -4 0 b5
7 -1 -3 7 -1 -3 8
Y calculamos sus rangos:
1 1 1 1 1 3 _4

1
M=[3 -4 0|=|3 -4 0=1-‘
0

‘=46¢0 = Rang(A)=3
7 -1 -3 [0 2

Si para calcular el rango de B cogemos esta misma matriz, entonces Rang(B)=3
Y como Rang(A)=Rang(B)=3(N° de incégnitas), entonces el sistema es S.C.D.
En este caso tampoco nos lo piden, pero vamos a calcular las soluciones del sistema.

Como la matriz A es cuadrada v su determinante es no nulo, entonces podemos aplicar la Regla de Cramer; por
tanto:

1 1 1 11 1 1 1 1

5 -4 0 35 0 3 -4 5
X:8 -1 —32222_7. :7 8 -3 :_17. Z:7 -1 821

1 1 1| 46 23° 1 1 1 46’ 1 1 1| 46

3 -4 0 3 -4 0 3 -4 0

7 -1 -3 7 -1 -3 7 -1 -3

© Raul Gonzalez Medina 2016 Sistemas de Ecuaciones Lineales m



Matematicas 22 Bachillerato CCNN

27 17 9
R iendo: SCD. S=ix="L y=_"L -2
esumiendo {X >3 5% 26 ,Z 46}
. kx—y =1
2.- Discutir el siguiente sistema segtin los valores de k.
x—ky =2k -1

Lo primero, como siempre, es escribir las matrices A y B.

- k -1 8- k -1 1
1 k)7 7T —k 2kt
Y después ver el rango de ellas.

kK -1

Al

‘ =-k%+1 Igualamos a cero y calculamos los valores de k.

Si k==1 elrangode Aes 1, ysi k # +lelrango de A es 2.

1

1
Para | triz B, t
ara la matriz B, tenemos que £ 2k-1

‘ =1-2k+ k =1-k , y este determinante es nulo si k=1.

Por tanto si K=1, Rang(B)=1, y si K1 Rang(B)=2.

Resumiendo:

e Sik=1: Rang(A)=Rang(B)=1<2 =2 S.C.I.

e Sik=-1: Rang(A)#Rang(B) 2 S.I.

e Si k++1 Rang(A)=Rang(B)=2=NP° incégnitas = S.C.D.
kx+y+(k+1)z=0

2.- Resolver el siguiente sistema: {ky +(k+1)z =0

x+2z=1
Escribimos las matrices A y B:
k 1 k+1 k1 k+1 O
A=|0 k k+1| v B=|0 k k+1 O
1 0 2 10 2 1

Veamos sus rangos:

k 1 k+1
A=[0 k k+1=k*+1 9 Rang(A)=3
1 0 2
k 1 k+1 |k 1 1-k {1k
0 k k+1=0 k k+1:1‘k k+1:k2+1¢0vk = Rang(B)=3
10 2|11t o o

Como Rang(A)=Rang(B)=3, entonces el sistema es S.C.D.

0 1 k+1 k 0 k+1 k10
0 k k+1 0 0 k+1 0 O
1 0 2 _k? iy 11 2 — (k2 1 01 2
X = 2 =12k =12k Y= 2 = (k2+k) Z="— = f
ke +1 ke+1 Kk +1 ke +1 k°+1 ke +1 ke +1
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El sistema es S.C.D. para todo k niimero Real.

dx +12y +4z =0
3.- Estudiar segtin los valores del pardmetro m el sistema: {2x -13y +2z =0
(m+2)x-12y +12z =0

4 12 4 4 12 4 0
Escribimos las matrices A=| 2 -13 2|y B=| 2 -13 2 O
m+2 -12 12 m+2 -12 12 0

Este sistema es un sistema homogéneo, por tanto es un sistema compatible.
Vamos a ver si es determinado o indeterminado.

4 12 4 4 12 0 4 12
A= 2 -13 2|= 2 -13 0 =(10—m)‘2 _13‘=(10—m)-(—76)=76(m—10)=0<—>m=10
m+2 -12 12| \m+2 -12 10-m
Sim=10 9 |4 = 0 Rang(A) =3 & S.C.D. La solucién es la solucién trivial S = {x=0,y=0,z=0}
4 12

Sim=10 |4=0 ‘2 13

‘ =-76 #0 = Rang(A) =2 < 3 = n° de incégnitas = S.C.1.

x+2y+3z=1
4.- Se considera el sistema de ecuaciones lineales: {x +ay +3z =2

2x+(2+a)y+6z=3

a) Encontrar un valor de a para que el sistema sea incompatible.
b) Discutir si existe algun valor de a para el cual el sistema sea compatible determinado.
c) Resolver el sistema para a=0.

Escribimos las matrices de coeficientes A y B

1 2 3 1 31
A=|1 a 3|yB=|1 3 2
2 2+a 6 2 6 3

+ QN

2+a 2+a

a) Para que sea incompatible, ha de ocurrir que Rang(A)=Rang(B)
Veamos cuanto vale Rang(A).

1 2 3 10 2-a 0

13
A=]1 a 3=1 a 3= —(2—0)2 6‘ =0 Por tanto Rang(A)<3
2 2+a 6] 2 2+a 6

Veamos para orden 2. =a-2

1 2
1 q

Por tanto si a=2 =» Rang(A)=1 ysi a=2 = Rang(A)=2

Vamos ahora a estudiar la matriz B.
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2 31 |2 31
|8|=| @ 3 2=la-2 0 1=0
2+a 6 3 [a-2 01
131 [1 31 1 2 111 2 1
13 2=001=0; 1 a 2=0 a-2 1=0
2 63 001 2 2+a 3 0 a-2 1

Por tanto todos los menores de orden 3 obtenidos de la matriz B son nulos.

3
Pasamos a menores de orden 2. ‘3 2‘ =3=0 = Portanto Rang(B)=2

Entonces para que el sistema sea incompatible, como hemos dicho antes, ha de ocurrir que Rang(A)#Rang(B), vy
esto ocurre si a=2.

Si a=2 2 Rang(A)#Rang(B) = S.I.

b) Para que el sistema sea S.C.D. tiene que ocurrir que Rang(A)=Rang(B)=3, y esto no ocurre nunca, por tanto
no existe ningun valor de a para que el sistema sea compatible determinado.

x+2y+3z=1
c¢) Sia=0, el sistema queda de la siguiente forma: {x +3z =2 vy Ay B ahora son:
2x+2y +6z =

3
1 2 3 1 2 31
d A=|1 0 3|yB=|1 0 3 2
2 2 6 2 2 6 3
Como vimos en el caso a), si a#=2 el Rang(A)=2. Pues como a=0, entonces Rang(A)=2.

1
2
3

N O N
o W w

1
Veamos el rango de B. 8=| 1
2

Como observamos a primera vista, tenemos que la 1° fila + 2° fila =3° fila, por tanto, el Rang(B) =2.
Asi que si Rang(A)=Rang(B)=2<3 n° incégnitas, el sistema es compatible indeterminado. (S.C.1.)

Para resolverlo hacemos, como siempre, z = 4, por tanto el sistema queda de la forma:

x+2y=1-31
x=2-31 y resolvemos por el método mas rapido posible, en este caso, sustituyendo obtenemos el valor
z=2

dey, 2y=1-31-2+31=-1 y:—%

Por tanto: Tenemos un S.C.I. con S ={4 - 61,12}

11 -2 1 -6 X
5.- Se consideran las matrices A=12 1 1 |, =|2|,C=|-11|, X=|y
2 3 -9 a £ z

a) Determina el valor de & para que el sistema AX =C, sea incompatible.
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b) Determina los valores de [} para los cuales el sistema AX =C, es compatible, y para uno de estos

valores resuelve dicho sistema.
c) Para =3 y f#=-13 estudia el sistema AX =C, +C,

11 -2 11 -21
Sea A=|2 1 1 | la matriz de coeficientesy B=|2 1 1 2| la matriz ampliada. Para que el sistema
2 3 -9 2 3 -9 «a

AX=C; sea incompatible tiene que ocurrir que los rangos de A y B sean diferentes: Rang(A) #Rang(B).

11 -22 11 1 -2

11
Veamos elrangode A. |[4=2 1 1(=[0 -1 5|=0y " 1‘ =-1%0, por tanto Rang(A) =2.
23 -9 0 1 -5
1 -2 1] |1 -2 1 3 1
Vamos al ver el de B. |B'| =1 1 2/=/0 3 1 |= =3a-6
-3 a-3

3 -9 o 0 -3 a-3
Por tantosi a # 2 = Rang(B) =3 vy

2=Rang(A)=Rang(B)=3 y el sistema seria incompatible.

Para que el sistema sea Incompatible tiene que ocurrir que o =2

11 -2 11 -2 -6
e) Paraeste caso, las matrices AyBsondelaforma: A=|2 1 1 |B=|2 1 1 -11|. Delapartado
2 3 -9 2 3 -9 g
a) tenemos que Rang(A)=2. Veamos Rang(B).

1 -2 -6/ |1 -2 -6

|B'| =1 1 -11j=|0 3 -5
3 -9 pB| |0 -3 p+18
Por tanto, si f# =—13 = S.C.I. porque Rang(A)=Rang(B)=2<3.

_‘3 -5

_3 ,6'+18‘ =34+39 => Igualamos a 0, y obtenemos g =-13

Para resolverlo hacemos z = A , y de esta forma convertimos al sistema en un sistema de Cramer, teniendo:

11 11 -6+22
A:(z 1}‘9:(2 1 —11—1J

-6+21 1
-11-2 1
X=T=—1(—6+2/1+11+A):—5—31
:
Por tanto S.I. con S ={~-5-3151-1,1}
‘1 —6+2/1‘
2 -11-2
V:T:—l(—ll—l+12—4l):5i—l
:
11 -2\x -5
f) Enestecasotenemos: |2 1 1 |y|=|-9|,

2 3 -9)\~z -10
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11 -2 11 -2 -5
Aqui A=|2 1 1 |yB=|2 1 1 -9 |.Como yahemos visto Rang(A)=2, falta ver el rango de la
2 3 -9 2 3 -9 -10

matriz B.

1 -2 -5| |1 -2 -5
8=t 1 -9|=00 3 -4-=
3 -9 -100 0 3 b5
Como Rang(A) #Rang(B) = S.I.

‘3 —4

=15+12=2 =3.
3 5‘ 5+ 7 , = Rang(B)=3

2x-y+3z=1
6.- Discutir el siguiente sistema: {x +2y -z =-b
x+ay-6z=10
Escribimos las matrices A y B.
2 -1 3 2 -1 3 1
A=l1 2 -1|yB=|1 2 -1 -b
1 a -6 1 a -6 10

Estudiamos el rango de la matriz A.

2 -1 3, 2 -1 3| |0 -1-24 15

-1-2a 15
M=[t 2 -1=0 2-a 5|=p0 2-a 5:‘2_00 5‘:551—35
1 a -6 |1 a -6 |1 a -6
Por tanto:
2 _
o Sia=7-)|/1|=0y1 2‘=5¢O-)Rang(A)=2
e Sia=7 =» Rang(A)=3
2 -1 3 1
Vamos a estudiar ahora el rango de lamatriz 8=|{1 2 -1 -5
1 7 -6 10
2 3 1 5 3 1 1 _p 3 1
|Bl|:1 -1 -p={0 -1 —b:5‘_6 10‘—5‘_1 _b=—50—30b+15b—5:—15b—55

1 -6 10| -5 -6 10

Y si igualamos a cero, obtenemos b = % = _Tll
Por tanto:

e Sib :_TH = Rang(B)=2

e Sib :«t—Tll = Rang(B)=3
Resumiendo:

» Sia # 7 =» El Sistema es de Cramer =» Sistema Compatible Determinado. (S.C.D.)

» Sia = 7= Rang(A) =2

e Sib= _Tll = Rang(B)=2 =» Rang(A)=Rang(B)=2 =» S. Compatible Indeterminado

e Sib= _Tll = Rang(B)=3 =» Rang(A)#Rang(B) = Sistema Incompatible.
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