RESOLUCION DE ACTIVIDADES

Actividades iniciales

1. Representa graficamente la siguiente funcion y estu-
dia su continuidad en x = 0:
‘ -x +1si x=<0

Jx) = \

xsi x>0

lim fix)= lim —x+1=1=£0)
x—0~

x—0~
lim fix)= lim x=0=f0)
x—0+ x—0*

En x =0 la funcién no es continua.

xz—x

2. (Puedes definir la funcién f(x) = en algin pun-

to de modo que f sea continua en todo R?

(=}

2_40 _
lim for) = lim X~ =% L jgm X & =D _ 4
A

0

2_,0 _
lim for) = lim X~ =% L g X & =1
x—1t =1t x —1 =1t x—1

No es continua en x = 1, pues no estd definida. Evitemos la
discontinuidad, definiéndola:

/xz—x .
six =1
x -1

\ 1 six=1

3. Estudia la continuidad de la siguiente funcion definida
a trozos:

fx) =

e*si x <0
flx) = \1- x2si0< x=<1

xsi x>1

Estudiamos la continuidadenx =0y x = 1.

e lim fix)y=1im e =1

x—=0~ x—=0~

lim fix)=lim (1-x2)=1
x—=0+ x—=0t
f0)=¢=1
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Luego existe lim f(x) = f{(0), por tanto esta funcioén es conti-
x—0
nuaenx=0.

o lim fix)= lim (1-x%)=0

x—1- x—1-
lim fx)=1Ilim x=1
—lt x—1+
fih=1-12=0

Por tanto, f(x) es continua por la izquierda en x = 1, pero no
lo es por la derecha.
La funcién f{x) no es continua en x = 1.

Actividades de Ensefianza-Aprendizaje

Estudia la continuidad de las siguientes funciones:

5- |x—‘si x=0

X ‘xz—lsi x=2

flx)= g(x)=
\5six=0 \x+lsi x >2
x29 .
f 3 si x<>3 ( x=3) ‘ 2x-1si x>-1
h(x)= X= Il(x)=
\6six—3 \3sixs—l
oll’l’}’l f(x):lfm S_in:ll/m 5_@:6
x—=0~ x—0~ X x—=0- X
lim fix)= lim 5—@=ll'm 5-X =4
x—0+ x—0t X x—0+ X

f0)=5
Jf{x) no es continua ni por la derecha, ni por la izquierda en
x=0.

o lim gx)=lim (x*-1)=3=g(2)

x—2- x—2-

lim g(x)=lim (x+1)=3=2g(2)
x—2F x—=2%

g(x) es continua en toda la recta real.

0
90=ll'm x+3)x=-3)

2
o lim h(x) = lim *— =lim (x+3)=6

x—3- x—3- X — 3 x—3— x-3 x—3-
lim h(x) =1lim (x +3) =6

x—3+ x—3+

h(3)=6

h(x) es continua en toda la recta real.

o lim I(x)= lim 3=3

x—>1- x—1-

lim lx)= lim (2x-1)=-3

x—1* x—=1*

I-1)=3

I(x) es continua por la izquierda en x = —1, pero no lo es
por la derecha. Luego /(x) no es continua en x = —1.

Calcula K, en cada caso, de modo que las siguientes
funciones sean continuas en todo R.

fsen Bx)si x =< 2H

f(x)=
\2k+ cos 2x)si x > %



X+2 G x =2 Estudiamos el signo de (x*> — 6x + 5). Los ceros de la funcién
-2 sonx=1yx=35.

X-—6x+5=0six=slox=5

f 1+ x[si x<0 Luego:

hx)= ksi x =0 X2-6x+5<0sil<x<5.
Por tanto:
3x+1si x>0 5 )
2 f(x)—’x —-6x+5S5six=slox=5
/2);"'2 six=-1 x2+6x-5sil<x<5
) x* -1
I(X)_\ Estudiamos la continuidad de flx) enx =1y x=5.
ksi x=-
o lim fix) = lim (x> - 6x + 5) =0 =f(1)
x—]— x—1-
e lim fx) =lim sen(3x) =sen3L = 1 lim fx) = lim (2 + 6x — 5) = 0 =f(1)
x—I x> 2 x>l x—=lF
2 2 Luego f(x) es continua en x = 1.
lim f(x) =lim 2k+ cos (2x) =2K + cosI1 =2k -1
T T o lim f(x) = lim (=x? + 6x = 5) = 0 =f(5)
2 2 x5 x5
f(%) = sen 3711 -1 lim fx) = lim (x* - 6x + 5) = 0 =f(5)
x—5+ x5+

Luego f(x) es continua en x = 5.

i =II -1=- =
fix) es continua en x 2 si2K -1 I=K=0. Por tanto, la funcién f(x) es continua en toda la recta real.

Para K = 0 = f{(x) es continua en todo R.
[4] Estudia la continuidad de la funciéon y = f(x) en los

o lim g(x) = lim X+2 - puntos de abscisa x = -1; x = 1, x = 2. Si existiesen
x—0- X=X =2 puntos de discontinuidad, indica el tipo. Determina el
lim g(x) = lim X+2 _ 4o dominio, recorrido, maximos y minimos absolutos y
x—2+ =2+ x —2 relativos si los hubiera, y asintotas.

g(x) no es continua en x = 2 para ningun valor de K. \

7 7 - y=1(x)
e lim h(x)=Ilim 1 +|x=lim 1 —x =1

X—>0)— X—>0)— X—>0)— 1
lim h(x) = lim (ix+1)=1 *
x—0F =0+ \2 :
h(0) =K. : 4

h(x) es continuaenx=0si K=1.

Para K = 1, la funcién A(x) es continua es todo R. S
0

0
o lim )= lim 22422 g 20D L o
x—]- x—1- X7 — -+ 1D x-1) * En x = -1, la funcién f(x) tiene un punto de discontinuidad
) b evitable.
= li m_ -1 =-1 *En x = 1, la funcién f{x) tiene un punto de discontinuidad
A no evitable de salto infinitivo.
0 . .
o * En x =2, la funcién f(x) es continua.
0
lim I(x) = lim 2’527"‘2 L im 26+ D « Dom f= (=, 1) U (1, +)
x—1* =1t x -1 x>t (x+1)x-1) eImf=R
= lim —2 =1 * No tiene ni maximo absoluto ni minimo absoluto.
it x -1 * Tiene dos minimos relativos en los puntos (-1, -2) y (2, -2)
I-1)=K. y un maximo relativo en el punto (0, 0).
I(x) es continuaen x =—1si K=-1. ¢ Asintota vertical: x = 1.
Para K = -1, 1a funcién I(x) es continua en todo R. Asintota horizontal: y = 0.
Estudia la continuidad de la funcién Halla el valor de a para el cual la funcién f dada por
fx)=p*-6x +5] (ax —3) six <4y por (=x2 + 10x — 13) si x = 4 es continua.
2 ) .
—6x+5six"—6x+5=0 _
f(x):‘x2_6x+5‘:’x u X X fax 3six<4

fx) = \

—(x2—6x+5)six?—6x+5<0 x>+ 10x-13six =4
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Esta funcién f{x) es continua en todos los nimeros reales, ex-
cepto en x = 4. Veamos qué ocurre en x = 4.

lim fix) =1lim ax—3 =4a-3

X—4— xX—4—
lim fix) = lim —x? + 10x — 13 =11
x—4+ x—4+

fd=11

Para que esta funcién sea continua en x = 4 se debe cumplir:

lim f(x) = lim f(x) =f(4)
x—4+

x4~

Portanto,4a—3:11:>%:a

[6] Halla el dominio y estudia la continuidad de la funcién:

fo)y=V4+x + V4 -x - 2V2

*Domf={xER|4+x20y4-x=0}
Resolvemos el sistema de inecuaciones:

4+x20\:> x2—4\ .,
= Solucién [-4,4]

4—st’ = xs4’

Domf={xER|xE[4, 4]} =[4,4]

* La funcion f(x) es continua en todos los puntos de su domi-
nio. Es decir es continua V x € [4, 4].

Sean las funciones:
’ 1si x €[0,1)
‘ xsi x €[1,4x)
Estudia la continuidad de las siguientes funciones:

()= g(x)={ x+1si x €[0,2)

X si x €E[2,4x)

a) f+g b) fg c){g”—
£ —
g(x) 0 1 2 7/
x+1
a) /x+25ix€[0,1)

(F+8)(x)=f(x)+g(x)={ 2x + 1 six €[1,2)
\ 2x six €[2,4%)
Estudiamos la continuidadenx=0,x=1yx=2
e lim (f+g) (x)=Ilim x+2=2=£0)
x—0+ x—0+

No existe [im (f+ g) (x), por tanto (f + g) no es continua en

xX—()
x=0

o lim (f+g)x)=Ilim (x+2)=3=£1)
x—1-

x—1-

lim (f+g) ()= lim 2x+1)=3=£1)
x—=1t

x—1t

La funcién (f + g) es continua en x = 1.

elim (f+g) (x)=1Ilim Qx+1)=5=£2)

x—2- x—2-
lim (f+g) (x) = lim 2x=4=£2)
x—=2% x—27F

La funcién (f + g) no es continua en x = 2.
Por tanto la funcién (f + g) no es continua en x = 1 y tam-
poco es continua en x = 2.
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b) jx+lsix€[0,1)
F-o@=f(xX)-8x) =] x(x+1)six E[1,2)
\xz six € [2,+%)
Los mismo que para la funcién anterior estudiamos la conti-
nuidadenx=0,x=1yx=2.

Y obtenemos que la funcién f - g no es continuaen x =0y
tampoco en x = 2.

¢) / L sxeqol)
x+1

(L)(x)=@= ~X_six€[1,2)
8 gy | x+2

1six € [2,4%)

Haciendo lo mismo que en las funciones anteriores obtene-
mos que la funcién g’t no es continnaen x=0,nienx =1, ni

enx=2.

Halla los puntos de discontinuidad de la siguiente fun-
cion y clasificalos:
2
fxy= X =4

x2-2x

Esta funcién f(x) tiene dos puntos de discontinuidad en los
ceros del denominador x =0y x = 2.

2
lim fo) = lim X~ =% - _w
x—0~ x—=0- X — 2x

2
lim for) = lim =% — 4o

x—0+ =0t Xx° —2x
En x = 0, f{x) tiene un punto de discontinuidad no evitable de
salto infinito.

0
2 _ 0
lim foo) = lim X =% L jgm ©+2) _»
Xx—2~ X—=2~ x2 — 2x Xx—2~ X
0
2 40
lim for) = lim =4 L jim ©+2 _
x—2+ x—=2t x° — 2_x x—=2* X

En x = 2 f{x) tiene un punto de discontinuidad evitable.

[9] Demuestra que la funcién f(x) = x3 — 8x +2 corta al eje

de abscisas en el intervalo (0, 2). ;Se puede decir lo
2x -5
x -1

mismo de la funcién f(x) = ?

fx)=x3 - 8x+ 2.

f(x) es continua en [0, 2] y ademds f{0) =2 y f(2) = -6, es de-
cir, signo f(0) = signo f(2), por tanto la funcién f(x) verifica
el teorema de Bolzano, luego existe C € (0, 2) tal que f(c) =
=0=3c€(0,2)tal que ¢> - 8¢ + 2 =0, es decir corta al
eje de abscisas.

No podemos decir lo mismo de la funcién fix) = ﬁ, puesto

X
que esta funcién no es continua en x = 1; luego no es continua

en [0, 2], por lo que no se puede aplicar el teorema de Bolzano.



En la siguiente funcién, estudia: los puntos de discon-
tinuidad y clasificacion de ellos, dominio, recorrido,
extremos absolutos y relativos y asintotas.

*En x = —6 tiene un punto de discontinuidad evitable. Lo
mismo en x = 1.
En x = -3 tiene un punto de discontinuidad no evitable de
salto infinito. Lo mismo en x = 6. En x = 5 tiene un punto
de discontinuidad no evitable de salto finito.

e Domf=R-{-6,-3,6}

eImf=[-3,+ »)

* f{x) tiene minimo absoluto en —3. No tiene maximo absoluto.

* f{x) tiene dos minimos relativos en los puntos (4, 1) y (7, 2).
No tiene maximo relativo.

¢ Asintotas verticales: x =—-3; x = 6.
Asintota oblicua: y = x — 6.

Halla el valor de a para el cual la funcion
x’+x-a

M= e v 4

tenga una discontinuidad evitable en x = 1.

a debe valer -2, puesto que:

0
2 2 20
lim fox) = lim X440 = jj X FXZ2 2
x—1- —1-X"+3x -4 —-x"+3x-4
0
0 +2
= lim G+2)_3
. (x+4) 5
2 0
2 _ 0
lim fix) = lim X+ X+d = jgy X2 2
x—1+ x=1+x 4+ 3x -4 x-1+x"+3x-4

0

0

Lo G+2D 3
xolt (x+4) 5

Para a = -2, f(x) tiene en x = 1 un punto de discontinuidad
evitable.

Demuestra que existe un nimero real para el cual la
igualdad siguiente es cierta: 3 sen x = e - cos x.

Para demostrar que la igualdad es cierta hay que probar que la
funcién f(x) = 3 sen x — ¢ cos x verifica el teorema de Bolzano.

1.° fix) es continua en |0, H} .
2

2°/0)=-1<0y f(%) =350, es decir signo (0) = signo f(%)

fx) cumple Bolzano en {0, H} ,luegoI c € (0, u), tal que
2 2

fie)=0.

Si f es continua en x = 2 y f(2) < 0. ;Existe un entorno
de 2 en el cual f(x) es negativa?

Por el teorema de conservacion del signo como f(x) es conti-
nua en x = 2y f(2) = 0 existe un entorno de 2 en el cual el
signo de f(x) es el mismo que en f(2), en este caso negativo.

Estudia la continuidad de la siguiente funcion:
f In(-x)si x <=2

sen (IIx)si-2=< x =<2
flx) =
\Osi2< x <4

x2-12si x=4

Veamos la continuidad de fix) enx =-2,x =2, x = 4.
e lim fix)= lim In(-x)=In2=f-2)

x—>2- X2
lim fix)= lim sen (Ilx) = sen (-2I1) = 0 = f(-2)
x—=-2% x—=-2%

f(x) no se continua en x = —2.

e lim fix)= lim sen (Ilx) = sen 2I1=0=£f2)
x—2- x—2~

lim fix)y=1Iim 0=0=£2)
x—2+ x—2+
f(x) es continua en x = 2.

e lim fix)y=1lim 0=0=f4)

x—4- x—4=
lim fix)=lim x*-12=4=f4)
x—4+ x—4+

f(x) no es continua en x = 4.

Si f es continua en [2, 7], siendo f(2) = -2 y f(7) = 4,
podemos afirmar que la funcién g(x) = f(x) — 1 tiene
al menos una solucion en (2, 7)?

g(x) = fix) — 1 es continua en [2, 7] por ser diferencia de dos
funciones continuas en [2, 7].

Ademas g2) =f(2)-1=-2-1=-3<0yg(NH=f7)-1=
=4 —1=3> 0 por tanto, signo g(2) = signo g(7).

Por todo lo anterior podemos afirmar que g(x) verifica el teore-
ma de Bolzano, es decir, 3 ¢ € (2, 7), tal que g(c) = 0, es decir
existe al menos una solucién de g(x) en (2, 7).

.Es posible redefinir la funcion: f(x) =2 + x - sen (1—)
para que sea continua en x = 0? *

lim fx)=1lim 2 +x - senL =2
x—0~ x—0~ X

lim fix)=1lim 2 + x - senl =2
x—0* x—=0+ X

/2+x -sen(l—)six:é 0
Redefinimos f(x) = \ X

2s8ix=0

Esta funcion es continua en x = 0.
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La funcién f(x) = fgx no tiene maximo absoluto en [0, IT],
contradice este hecho el teorema de Weierstrass?

No contradice el teorema de Weierstrass, puesto, que flx) = tgx

no es continua en x = H; por tanto, no es continua en [0,IT].

Debido a esto, a f{x) no se le puede aplicar el teorema de

Weierstrass.

5
Halla V37 con error menor que una décima. Nota:
Aplica el teorema de Bolzano a la funcién f(x) = x>-37.

fix) =x% —37 es continua en [2, 2’ 1]; ademds f(2) =32 -37<0
y f(2,1) = 40,8 — 37 > 0, por tanto f{x) = x> — 37 verifica el

teorema de Bolzano = 3 ¢ € (2, 2,1), de modo que f{c) =0 =
S -37=0=c= 137 €2.2.1).

Calcula m y b para que la funcion f sea continua en
todo R:

f4senxsixs- %

fx)={ msen x + b si- 3T o < 300
2 2
4 cos xsi x= 31
2
Estudiemos la continuidad en x = — 3711; X 37
o lim fix)= lim 4senx=4=f —m)
v 31T v 3T 2
2 2
lim fx)= lim msenx+b=m+b5b
v 3T x—>300
2 2
f(x) es continua en x = — 3711 sim+b=4
e lim fx)= lim msenx+b=-m+b
s 31T s30T
2
lim fix)= lim 4cosx=0
x— 30T 3

2

f(x) es continua en x = 3711 si—-m+b=0

De todo esto deducimos que f(x) es continua en todo R si:

—m+b=0\:> b=2

+m+b=4’ m=2

Demuestra que la ecuacion IFF = e tiene soluciéon en
(0, 1). ;Lo cumple también la ecuacién @* = e siendo
O el nimero de oro?

e Para ver si la ecuacién IT* = e tiene soluciones en (0, 1),
veamos si f{x) = II* — e verifica las hipétesis del teorema de
Bolzano en [0, 1].

f(x) es continua en [0, 1].

— O_ =1-
O —e=1-e<0) _ o0 0w signofil)
f(]):Hl—e=H—e>0’
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Por tanto, f(x) verifica Bolzano = 3 ¢ € (0, 1), tal que fic) ==
0=3ce(0,1)talque [I* =e.

* Para la ecuacién ®* = ¢ hacemos el mismo estudio:
fix) = ®* — e es continua en [0, 1]
f0)=P'—e=1-e<0

=@ —e=P-e= %—Ko
Como signo f(0) = signo f(1) no se puede explicar el teorema
de Bolzano a la funcién f{x) = ®* — ¢, por lo que no podemos

asegurar que existe una solucién de la ecuacién ®* = e
en (0, 1).

La funcion f(x) = cotg x tiene distinto signo en los ex-
tremos del intervalo {3 IT 54H} y, sin embargo, no se

anula en él. ;Contradice esto el teorema de Bolzano?

A la funcién f(x) = cotg x no se le puede aplicar el teorema de

Bolzano, puesto que no es continua en x = [1 € {34{[ STH},
luego f{x) no es continua en {31—1 5}3} Asi que le falla una de

las hipdtesis de este teorema.

Si fy g son dos funciones discontinuas en x = a, ;son
también discontinuas en x = a las siguientes funciones?

a)f+g b)f-g C)}”,i

En general no tienen porque ser discontinuas.
Por ejemplo:

2 \x\ ’ 2six=0
Sy = ——

-2s1x<0
2 _‘—2six20
2six<0

Estas funciones son discontinuas en x = 0.
Sin embargo:

[0six=0 .

fix) +glx) = =f(x) + g(x) es continuaen x =0
\ 0six<O0
[4six=0 ,

fix) - g(x) = = f(x) - g(x) es continuaen x = 0
\ —4six<0

@zf—lsixzo fx)

—l yescontinuaenx =0
8(x) \ “1six<0 gt

Por tanto, como hemos encontrado un contraejemplo, en ge-
neral dos funciones pueden ser discontinuas en un punto y su
suma, producto y cociente ser funciones continuas en ese
punto.

Demuestra que cualquier polinomio cuyos términos
sean todos de grado impar tiene al menos una raiz.

Sea fix) = aon+1 - X + azy g X 4 L+ ar x



Un polinomio con todos los términos de grado impar.
f(x) es continua en toda la recta real y como:

lim azn+|x2n+] +..4+a1x—>-0<0

X—>—00

lim gy - x4 +aix—>+0>0

X—>—0

Es posible encontrar un intervalo de modo que el signo en
los extremos sea distinto. Por todo ello f(x) verifica las hipé-
tesis del teorema de Bolzano, por lo que tiene solucion.

Es decir si fla) < 0= f(-a) >0

=> se cumple Bolzano en [—a, a]

= 3¢ € (-q, a), tal que fic) =0

=> f(x) tiene una raiz en (-a, a)

.Es continua la funcién f(x) = % en el intervalo ce-

rrado [0, 3]? ;Y en el intervalo [1, 3]? ;Esta acotada

en estos intervalos?

La funcién f(x) = %’ no es continua en [0, 3], puesto que

no es continua en x = 0. La funcién f(x) = ;47 si es continua
en [1, 3], por lo que podemos asegurar, por el teorema de
la acotacién en un intervalo cerrado, que f(x) estd acotada
en [1, 3].

Sea f una funcion que cumple f(-2) < 0, f(0) > 0. ;| Es
siempre cierto que 3 ¢ € (-2, 0) tal que f(c) = 0?

Para que sea cierto que 3 ¢ € (-2, 0) tal que f(c) =0, la
funcién f(x) debe verificar el teorema de Bolzano que es
el que nos garantiza que exista esta solucién. La funcién
dada no verifica las hipdtesis del teorema de Bolzano,
pues no podemos decir nada acerca de su continuidad en
[-2, 0].

Actividades propuestas en pruebas de acceso
a la Universidad

Demuestra que la funcion:

[x+1si-1=  x=<0
fo) =

‘ -xsi0< x=1
es discontinua en x = 0, ;qué tipo de discontinuidad
presenta en los puntos de abscisax =-1;x=0yx=1?

o lim fix)= lim (x+ 1) =1 =f0).
x—0~ x—0~

lim fix)= lim (—=x)=0=£0).
x—=0* x—0F

En x = 0, la funcién f(x) es continua por la izquierda pero
no por la derecha, por lo que en x = 0 la funcién f(x) es dis-
continua.

*En x = 0, f(x) presenta una discontinuidad no evitable de
salto finito.

*Enx=-1yenx=1,lafuncién f(x) presenta una disconti-
nuidad no evitable esencial, pues no existe el limite a iz-
quierda en x = —1 ni a derecha de x = 1.

x2— a

27| La funcio =
a funcion f(x) 3+ x2+ ar + 12

discontinuidad evitable en x = -2, ;para qué valor de a?

presenta una

Para a = 4, puesto que:

0
) 0
lim fox) = lim x -4 2
X2 2 xS+ x2 +4x + 12
0
0 G- (4D g @-2) 4|

2

- (x+2) (X2 —x+6) x=2x2-x+6 12 3

0
2_4 0
lim fx) = lim X =
x—2t =2t x4 x? 4 dx + 12
0
0=ll’m x-2)(x+2) = lim x=-2) _ 1
=2t (x+2) (k2 —x+6) —>22x2-x+6 3

f(x) presenta una discontinuidad evitable en x = -2 para a = 4.

Estudia el dominio y la continuidad de la funcion:

* Dom f= {xER

X+250yx= ol
x2 /
Por tanto, Dom f= (=2, 0) U (2, +)

* f{x) es continua en todos los puntos de su dominio.

Demuestra que si una funcion f es continua en el in-
tervalo cerrado [a, b] y existe un nimero real K que
satisfaga K > f(b) y K < f(a). Entonces debe existir un
punto ¢ € (a, b) tal que f(c) = K.

Veamos si la funcién g(x) = fix) — K verifica las hipétesis del

teorema de Bolzano en [a, b].

* g(x) es continua en [a, b] por ser diferencia de dos funcio-
nes continuas en [a, b]

o g(a) =fla) — k > 0 puesk < fla) \

=> signo g(a) = g(b)
g(b) =f(b) — k < 0 pues k > f(b) ’

Por tanto, g(x) verifica las hipétesis del teorema de Bolzano
en [a, b].

Luego podemos afirmar que 3 ¢ € (a, b) tal que g(c) =0 =
=flc)-K=0=flc)=K

La funcion f se define en [-1, 1] del siguiente modo:
vale -1 si x < 0 y vale 2x3 — 1 si x = 0. Explica si f veri-
fica el teorema de Bolzano.

‘—lsixso

) en [-1, 1]
X) =
‘2x3—lsix20

Veamos si f{x) verifica las hipétesis del teorema de Bolzano
en [-1, 1]. Para ello se debe verificar:

1.° f{x) debe ser continua en [-1, 1]. Estudiemos la continui-
dad de f(x) en x = 0 que es el Unico punto en el cual puede
presentar problemas.
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lim fix)= lim (-1) = f0).

x—=0~ x—=0~

lim flx)= lim (2x* - 1) =-1=£0)

=0t x—0t

Como [im f(x)= lim f(x) = f(0) la funcién es continua en x
x—=0* x—=0~

= 0= f(x) es continua en [-1, 1].

2°fi-1)=-1<0yf(1)=1> 0 luego signo f{—1) = signo f(1)

Por lo tanto, f(x) verifica el teorema de Bolzano en [-1, 1].

Si g es una funciéon polinomica, ;qué se puede afirmar

sobre la continuidad de la funcién f(x) = xg(x )x ?

f(x) es discontinua en todos los ceros del denominador. En
x=0;x=1; x=-1. En estos puntos la discontinuidad de f(x)
serd evitable si estos valores anulan el numerador y serd no
evitable en aquellos que anulan g(x). Es decir, si g(0) =0 =
en x = 0 f{x) tiene un punto de discontinuidad evitable, en ca-
so contrario serfa no evitable. Con x = 1 y x = —1 se harfa
igual.

Halla a y b para que se pueda aplicar el teorema de
Bolzano a la funcién f y halla el punto ¢ € (-I1, IT) al
que hace mencion el teorema:

fcos xsi-II=<x=<0

a+ x%¥si0< x<1

SJx) =
\bsils x < II
X

1.° Estudiemos la continuidad de f{x) en [-I1, IT].
e lim fix)= ll'mn+ cos x = cos(-I1) = -1 = f(I0).

Xx——

e lim fix)= lim cosx=1=£0)

x—0~ x—=0~
lim fix)=lim a+x*=a
x—=0* x—=0*

fix)escontinnaenx=0sia=1
e lim fx)= lim a+x*=a+1

x—=1- x—1-
lim fix)= lim b =b =b=f1)
x—1t x—1+ X 1

fix)escontinnaenx=1sia+1=>b
. If —limb=0b _
xl::{ Six) xl_l)’;;_ X AdD)
Por tanto, f(x) es continua en [-IT, IT], pues:
* f{x) es continua por la derecha en x = —I1
* f{x) es continua por la izquierda en x = IT
*fix)escontinuaen (-II,Il)sia=1ya+l =b=
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2°f--I) =-1 < 0y AID) = % > 0, por tanto signo f(-IT) =

signo f(IT)
La funcién f(x) verifica las hipétesis del teorema de Bolzano
paraa=1;b=2.

Dadas las funciones f 'y g definidas en R por
[ xsix<0

gx) = \

x + x|

fo)="—""-

estudia la continuidad de la funcién g o f.

x%six=20

Vamos a definir primeramente la funcién (g o f)(x).
/ X+Xgix=0

ﬂm=\x3x

‘xsisz

six<0 | 0six<0

f x2six=0
(g o NHx) = glfx)] = ‘

0six<0

Estudiamos la continuidad de g o fen x =0.
lim (geofx)= lim 0=0=£0).

x—=0~ x—0~

lim (goHx)= lim x*=0=£0).

x—=0t x—=0F

g o fes continua en toda la recta real.

Demuestra que cualquier funcién polinémica de ter-
cer grado tiene siempre una raiz real. ;Qué podemos
afirmar de funciones polinémicas de cuarto grado?

* La funcién polinémica f{x) = ax® + bx*> + cx + d verifica las
hipétesis del teorema de Bolzano, puesto que:
1.° fix) es continua en toda la recta real
‘ +0 sia>0

2.° lim ax3+bx2+cx+d—>‘
—oo

Yoo sia<0

. ‘ —o sia>0
lim g3 +bx?+cx+d—

Sl \ 400 sia<0

Es deci,r siempre es posible encontrar un intervalo en el que
se verifique que el signo en los extremos es distinto. Luego
podemos encontrar un intervalo en el que la funcién verifi-
que las hipétesis del teorema de Bolzano y aplicando este teo-
rema en ese intervalo existe un valor en el cual la funcién po-
linémica se anula, es decir, existe una raiz real.

De una funcién polinémica de cuarto grado no podemos afir-
mar que verifique Bolzano, por lo cual no podemos afirmar

nada de que exista una raiz real.



