RESOLUCION DE ACTIVIDADES

Actividades iniciales 211111 211111
1. Calcula las matrices inversas de las siguientes matrices: d) b3 bb2d) 105 s,
114131 02-30-10
1 1 1 1
12-3 111541 003-4-10
a)(lz)b)()]z c)ll_l - 211111 211111
1 -1 1 -1
23 001 =>051131:051131
r-r - 00172112 00172112
Las matrices buscadas son: 003-4-10 00074506
/4 14 14 1/4 El rango es 4.
127
52 /4 1/4 -1/4 -1/4 . . ~ .
a)( ) b)l0o 1-2]c¢ Actividades de Ensefianza-Aprendizaje
21 /4 -1/4 1/4 -1/4
001 14 —1/4 —1/4 1/4 Calcula los determinantes de las siguientes matrices:
LR
2. Calcula el rango de las siguientes matrices: 34 4 5 5 4
041 -3 4 a -b m? m
o2 tpl ol
a)( ) byl 4 87 2 -5 b a m 1
367 )
173 1-a* a-1
8)
1 1
20202 211111 @
) 01010 0 131121 Aplicando la definicion, se obtienen los siguientes resultados:
¢ a) -2
21021 114131 b) 22
01010 111541 c) a®+25
d) 23
Haciendo ceros escalonamos las matrices, obteniendo: e) a*-b?
Ho
12 4 124 2
a) ( )ﬁ( ),luego el rango es 2. 8) 2-2a
367 005
Calcula los determinantes de las matrices que siguen
041 17 3 17 3 17 3 utilizando la regla de Sarrus.
b)l487|=|l041|=[041]|=]041 110 101 1 -2 3
173 487 0205 000 aglto1|bhlorojof o 3 4
El rango es 2 011 345 -4 1 5
20202 20202 all m 1 3
d{1al1|e|1 -1 -1
C)OIOIOFl—F3ﬁF3010103
21021 |R-F=R|0-12=21 11a 53 m
01010 00000 m+l 10
=
002-11
Aplicando la regla de Sarrus, se obtiene:
000O0O a) 2
El rango es 3. b) 2
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c) 79

d) a®-3a+2

e) -m?—4m+1

) m+3m*+3m+2

Encuentra el niimero de inversiones que existen en las
sguientes permutaciones de nimeros naturales del or-
den que se indica:

a) orden 4: 1243, 3142 y 1324.
b) orden 5: 13542, 53241 y 13254.
c¢) orden 6: 213654, 341652 y 231645.

a) La permutacidn 1234 no presenta inversiones.
La permutacion 3142 tiene 3 inversiones.
La permutacién 1324 tiene una inversion.

b) La permutacién 13524 presenta 3 inversiones.
La permutacion 53241 tiene 7 inversiones.
La permutacién 13254 tiene 2 inversiones.

c) La permutacion 213654 presenta 4 inversiones.
La permutacién 341652 tiene 7 inversiones.
La permutacién 231645 tiene 4 inversiones.

[4] Halla el signo de los términos que siguen pertenecien-
tes al desarrollo de un determinante de orden 5.
a) as - as1- a4+ A13 * a32
b) as1- ax- ass- as3- as
c) anz- ax;- az- ass- as
d) ass- ass- anx- ax- as

a) El término a»s as1 ass aaiz az; es el mismo que ai3 azs a a4
as1 que se corresponde con la permutacién de orden cinco:
35241. Esta tiene siete inversiones, por lo que es una permuta-
cién impar. Al término anterior le corresponde un signo menos.

b) De forma andloga al caso anterior, la permutacién es
42531, que posee siete inversiones y también le corres-
ponde un signo menos.

c) A este término le corresponde la permutacién 23451, que
tiene cuatro inversiones y le corresponde un signo més.

d) En este caso la permutacién es 21354, que tiene dos inver-
siones y le corresponde un signo mas.

Prueba sin desarrollar que los determinantes de las
siguientes matrices son nulos:

l1a b+c a c+d b bc 2/a a
a)|1b c+a |b)|a b+d ¢ | c)lac2/b b
1c¢c a+b a b+c d ab 2/c ¢

a) Sumamos la segunda y tercera columna y el resultado lo
colocamos en la tercera columna. De la tercera columna
sacamos factor comun a + b + ¢. Obtenemos:

1l ab+c 1 a a+b+c 1 al
1 be+al=|1 b atb+c |[F@tb+0| 1 p 1 |=0
1 ca+b 1 ¢ a+b+c 1 ¢1

El dltimo determinante tiene dos columnas iguales.
b) Sumamos la segunda y tercera columna y el resultado lo

colocamos en la segunda columna. De la primera sacamos
factor comiin a y de la segunda b + ¢ + d. Obtenemos:

ac+db a b+c+d b 115
ab+dc|=|a b+c+d ¢ |=alatb+o|1 1 [=0
ab+cd a b+tc+d d 11d

El dltimo determinante tiene dos columnas iguales y, por
tanto, es nulo.

¢) Multiplicamos (y dividimos) la primera fila por a, la se-
gunda por b y la tercera por c. Sacamos factor comun abc
de la primera columna y dos de la segunda. Obtenemos:

be 2la a abc 2 & 11d°

ac 26 b =1 ape 2 b2 |=2[1 12|20
abc

ab 2lc ¢ abc 2 ¢? 11¢2

El dltimo determinante tiene dos columnas iguales.

[6] Prueba sin desarrollar que los determinantes siguien-
tes son miiltiplos de 11.

1913 3014
121

2618 9724
a)|19 8§ b) c)

2213 2354
506

1519 40509

a) Puede observarse que los nimeros 121, 198 y 506 son
multiplos de 11. Operando en cada fila, multiplicamos la
primera columna por 100, la segunda por 10 y sumamos
ambos resultados en la tercera columna. Obtenemos:

121 1 2 121 1 21111 1 211
198/=19 198 =191118 =11 918
506 5 0 506 5 0 1146 5 046
b) Procediendo de manera andloga,
1913 1 9 1 3
2618 _| 2 6 1 8 | _
2213 2 2 1 3
1519 1221 9625 1111 3839
1 9 1 3
_| 2 6 1 8 _
2 2 1 3
111111 11875 11101 11349
1 9 1 3
- 11 2 6 1 8
2 2 1 3
111 875 101 349
)|301 4 3013014 (301 11274
972 41_197 29724/ _|9 7 2 11884 | _
2354 2 3 52354 |2 35 11214
4059 4 0 540591 14 05 11369
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301 274
=11972884
235 214

4 05 369

Comprueba que el determinante A; vale 0 y que el
determinante A; es divisible por 5, sin calcularlos, a
partir de las propiedades de los determinantes,
siendo

-8 25 40 521
A1=|2/5 3 =2 | Ax=|417 6
0 27 0 6 39

En el caso A1, multiplicamos y dividimos la primera colum-

na por =5, después sacamos factor comiin ;— y obtenemos:

8.0 25 49
8 25 40 5 40 25 40
-5) 1
=255 3 5ol 5 3 =0
2”5 3 2 o) ;
0 27 0 0 27 0
0 27 0

El dltimo determinante es nulo al tener dos columnas igua-
les.

En el caso Az, multiplicamos la segunda columna por 2 y le
sumamos la tercera colocando el resultado en la tercera co-
lumna. Podemos sacar factor comun 5.

521 525 52 5-1 521
47 6| 472/=47 54=5474
6 39 6 3150 16 3 5.3 6 33

¢, Co6mo varia un determinante de orden tres si a cada
columna se le suma la columna anterior y a la prime-
ra se le suma la dltima?_Y si el determinante es de or-
den cuatro?

En ambas situaciones, el determinante tiene el mismo valor
que el determinante de partida.

[9] a) La matriz A verifica A% = A. Halla los posibles valo-
res del determinante de A.
b) La matriz A verifica que AA’ = I. Halla los posibles
valores del determinante de A.
¢) Si A es una matriz cuadrada de orden cuatro, ;qué
relacion existe entre det (A) y det (kA)?

a) Utilizando la propiedad det(A- B) = detA- det B, se tiene:
det(A?) = det(A-A) = det(A)-det (A) = (det (A))>.
Por tanto, (det(A))? = det(A) = (det(A))* — det(A) =0 =
= det(A) (det(A) -1)=0.
Luego, det(A)=0o0det(A) =1
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b) Teniendo en cuenta las propiedades det(A) = det(A") y
det(AB) = det(A)-det(B),
se obtiene:
det(AA) = det] = (det(A))* =1 = det(A) ==+ 1

¢) La relacién pedida es det (kA) = k* det(A)

Para los determinantes

abcd
abb
1 2 —a b-c d
A1=|b a b| A2= Az =
ab ab()l
b b a 5
a b-10

a) Halla los menores complementarios de los elemen-
tos a1, az3, a2 y a2, cuando existan.

b) Halla los adjuntos de los elementos a1, az3, az 'y
a2, cuando existan.

a) Atendiendo a la definiciéon de menor complementario, se
obtiene:

b—-—cd
ab
o= =a*+b> anu=b oan=[b 0 1|=
b a
b —c—d) b-10
ab d
ab .
03 = =ab-b* apnoexiste oan=|-ab d| =
b b ,
= 2abd a b0
a c
ab .
o3 = =ab-b* amnoexiste an=|-a—c d| =
b b ,
= 2a%d + 2ad a-10
—-a—c d
b b
o= =ab-b* op=a ap=|qgq0 1|=
b a 2
=—a(l+c+d a-10

b) Atendiendo a la definicién de adjunto, se obtiene:

All=a?+ b? An=b Aii=b(1-c-b)
Ay =b*—ab A3 no existe Arz =2abd

A =b%—ab A3p no existe Az =2a*cd - 2ad
Ap=b*—ab Ap=-a Ap=a(l+c+d)

Calcula los adjuntos de los elementos de la tercera

columnade |5 2 4 0
53b -1
07 c¢ 4
02d 6
Obtenemos:
5 3-1

Ai=10 7 4| =170
026



520
Ap=—-|0 7 4| =-170
026
520
Axz=]5 3 -1| =40
026
520
Azp=-|5 3 -1 =-55
07 4
Halla las matrices adjuntas de las matrices:
1 2 3
2 4
a) b3 -5 1
15
5 0 4
abcd
1c¢cb
abcd
o1 ac d)
abcd
1bc
abcd
Las matrices adjuntas son:
20 -7 25
5 -1
a)( ) b){ -8 -11 10
-4 2
17 8 -11
0000O0
ac—-bc 0 b-a
2 5 0000O0
c)| b"—c" c=bc-> d)
) 0000O0
cc—ab b-ca-c
0000O0
Encuentra una respuesta razonada a las siguientes

cuestiones:

a) En un determinante realizamos una cierta permu-
tacion de filas. ;Qué podemos decir del valor del
nuevo determinante obtenido?

b) Se sabe que det(A) = 5,y que A es una matriz de
orden dos. ;Cuanto vale det (3A4)?

¢) Dos matrices A y B son inversas. Si det(A) = 3,
jcuanto vale det (B)?

d) Si A es una matriz cuadrada de orden 3, ;cuanto
vale el determinante de la matriz Adj(A)?

a) Si el nimero de permutaciones de filas es par, el valor del
determinante es el mismo y si es impar, el valor del deter-
minante cambia de signo.

b) El valor de det(3A) = 32-det(A), luego det (3A) = 45.

c) El determinante buscado vale 1/3.

d) Si a es una matriz cuadrada de orden 3, se cumple:

detA 0 0
A-(AdjA)y=| 0 detA 0 | = det[A-(Adj(A))] =
0 0 detA

= (det(A))} = det(A)-det(Adj(A)) = (det (A))> =
= det(Adj(A)) = det(A)?

Calcular los determinantes:

1 1 1 1 1
1 3 25
1 x 1 1 1
5 0 3 1
a) By -1 -1 x 1 1
5 6 3
1 -1 -1 x 1
1 2 3 2
1 -1 -1 -1 «x

a) Haciendo ceros en la primera columna se obtiene:
1 3-25 13 25

s031] lois—3ae PP
1_
= =1 -10 7|=-295
2563 |01 -10 7

5 1 7

-12 32 05 1 7

b) Haciendo ceros en la primera columna:
11111 1 1 1 1 1
-I1x 111 2
S-lx 1 1=0 0 1+x 2 2 |=(1+4’
-1-1-1x 1 0 0 0 1l+x 2

—-1-1-1-1x 0 0 0 0 1+x

Comprueba que las siguientes igualdades son verda-

deras:
x+a b c
a) a x+b c =x(x+a+b+c)
a b x+c
a-b-c 2a 2a
b) 26 b-c-a 2b =(a+b+c)
2¢ 2¢ c-a-b
-2a a+b a+c
)| b+a -2b b+c =d4@@+b)(a+c)(b+c)
c+a c+b -2c
1+ x 1 1 1
a0 1 1- x 1 1 2
1 1 1+ z 1
1 1 1 1-z
x+a b c x+a+b+c b c
a)| a x+b ¢ |[Zlx+a+b+cx+b c g)

1)

a b x+c x+a+b+c b x+c

x+a+b+cb c
= 0
0 0 x

x 0 =x>(x+a+b+0
3)
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(1) Hemos sumado todas las columnas colocando el resulta-
do en la primera.

(2) Hemos restado, de las filas segunda y tercera, la primera.

(3) Se ha desarrollado el determinante.

a-b-c 2a 2a
b) 2b b-c—a 2b (T)
2c 2¢c c¢c-a-b

a+b+c¢c a+b+c a+b+c

o 2b b-c—-a 2b @
2c 2c c—a->b
a+b+c 0 0
- =@+b+o
2 2b a+b+c 0 (3)( )
2c 0 a+b+c

(1) Hemos sumado todas las filas colocando el resultado en
la primera.

(2) Hemos restado, de la primera fila, la segunda y la tercera.

(3) Se ha desarrollado el determinante.

c¢) Efectua de forma cuidadosa los dos miembros de la igualdad
y comprueba que ambos conducen a la misma expresion.

1+x 1 1 1 xx 0 O
1 1-x 1 I | _|0=x—=< 0 |_
d) 0 @
1 1 1+z 1 00 z z
1 1 1 1-z 1111-¢
-x -z O -x0 0
2
=x -0 _ =x°z
2 0 z z 0 10(3)
1 1 1= 0 z z

(1) La fila primera menos la segunda a la primera.
La fila segunda menos la tercera a la segunda.
La fila tercera menos la cuarta a la tercera.

(2) Desarrollando por la primera columna.

(3) Aplicando la regla de Cramer y operando.

a b c

Si |3 0 2| =5, calcula, sin desarrollar, los siguien-
tes determinantes:

111

2a 2b 2c a b c
a) |32 0 1 b)|3a+3 3b 3c+2

1 1 1 a+1l b+1 c+1

c) 4 1 3
1 1 1
2a 2b2c a b c a b c ab c

a)| 32 0 1/=2/32 0 1]=[23220 2.1/=302=3
111 111 111 111
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a b c a b c
b)|3a+3 3b 3¢c+2|=| 3a 3 3 |t

a+1 b+1 c+1 a+1b+1c+1

a b c a b c

t 3 0 2

3 0 2 | =

a+1b+1c+1 a+1b+1c+1

ab c ab c ab c

=302/*302[=302=5
abcl 111l 1111

a-1b-1c-1 ab c -1-1-1
c)| 4 1 3 |14 13/ T/413]|=
1 1 1 111 111
ab c b ¢
Fy-F—F,
=l4 13| = |302|=5

1 11 111

Calcula el valor del determinante:
1 1 1

log 3 log 30 log 300
(log 3)* (log 30)* (log 300 )*

Es un determinante de Vandermonde de orden tres, del tipo:
111
ab c|l=-b)(c-a)b-a)

a® b* c?
Segtn lo anterior, tenemos:
1 1 1
log 3 log 30 log 300 | =

(log 3)* (log 307 (log 300)°

= (log 300 — log 30) (log 300 — log 3) (log 30 — log 3) =

=1log 300 . 1pg 300 . 15¢ 30 = Jog 10-log 100-log 10 =
30 3 3

=12-1=2

Obtén, simplificado, el desarrollo del determinante:
abc -ab a*
-b% 2b* -ab

b2c? —b%c 3abe
abc -ab d* a -a a a00
b2 W —ab|=ab’clp 2 —p =ab’cpp 0=
1) 2) 3)
b*c* —b*c 3abe bc -bc 3bc bc 0 2b

=2a*b’c



(1) Hemos sacado factor comtn a de la tercera columna, b de
la segunda y bc de la primera.

(2) La suma de la primera y segunda columna a la segunda.
La diferencia de la primera y la tercera columna a la ter-
cera.

(3) Desarrollando por la diagonal principal.

Resuelve las ecuaciones:

x -1 -1 0 x100
- -1 1
a) X X -0 b)0x10=0
1 -1 x 1 00 x1
1 -1 X 100 x
-1 X X X x abc
-1
0 X X X —0 d)axcb=0
X x -1 X bc x a
X X x -1 c b ax
x-1-10 x -1 -1 0
xx-11) |0ox-1-2 1
1 -1x1 0 0 x1-x
1-10 x 1 -1 0 x
x—1-2 1 -1 -1 0
_ _ .4 3
=X0 x1-—x"jx-1-2 1 |=x —X
-1 0 «x 0 x1-x

x*-x>=0=x3(x—1)=0. Las soluciones son x =0y x = 1.

x 100
x 10 100
0x 11 4
b) =x/0 x 1|-|x 1 0|=x"-1
00 x1
00 x 0 x 1
1 00 x

Las soluciones de la ecuacién x* — 1 = 0 son los nimeros
complejos 1, -1, 7, —i.

-1x x x 3x-1 x x x
x -1x x 3x-1 -1x x
C) = =
x x —-1x 3x-1 x -1x
x x x -1 3x-1 x x -1

3x-1 x X X
_ 0 x+1 O 0 =(3x—1)(x+1)3
0 0 x+1 O

0 0 0 x+1

Las soluciones de (3x—1) (x+ 1)>=0sonx=1/3yx=-1

x ab c xX+a+b+cab c
ax cb xX+a+b+cx ¢ b
d) = =
b ¢cx a X+a+b+cc x a
cb ax x+a+b+cb a x
XxX+a+b+c a b c
_ 0 a-xb-cc-b| _

0 a-cb-xc-a
0 a-bb-ac-x

a-xb-cc-b

=@+a+b+9d|lag-cb-xc—al=
a-bb-ac-x

a-x a+b-c—x atc-b-x

=@+a+b+9d|g-—c a+b-c—x 0 =
a-b 0 at+c—b—x
c—Xx 0 at+c—b-x

=0+a+b+9djg—c a+b-—c—x 0 =
a-b 0 at+c—b-x

=x+a+b+c(a+b-c-x)(a+c-b-x)(b+c—a—x)

Las soluciones de la ecuacion son:
x=—a-b-c

x=a+b-c

x=a-b+c

x=—a+b+c

Calcula las matrices inversas de las sigueientes ma-

trices:
a)(l -2) b)(o -3) c)(ab)
-3 4 -1 2 c d
2 -1 4 122 122
4 -1 =2 e|l111 HNi123
5 5§ 0 101 132
Las matrices inversas buscadas son:
- | -2/3 -1
a) b)
=312 -1/2 -1/3 0
c) La matriz ( a ) tiene inversa si ad — bc es distinto de
c d
cero. En ese caso la matriz buscada es
d -b
ad— bc ad- bc
ad— bc ad- bc
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19130 2130 %130
d) _10/130 _20/130 20/130
25/130 _15/130 _6/130

-12 0
e)| 0 1-1
1 21
522
Hi-101
-11 0
Determina segiin los valores de m el rango de las ma-
trices:
123 2m 1 1
a)|l711 bl 2 m1
m1 2 2 1m
1111 1 1 02
1222 1 -1 13
c) d)
1233 -1 2 42
123m 3 2 4m

a) Sim=-6elrango es dos y si m = —0, el rango es tres.
b) Sim =1, el rango es uno.
Sim =-2, el rango es dos.
Sim =1y m=-2,el rango es tres.
c) Sim =3, el rango es tres.
Sim = 3, el rango es cuatro.
d) Sim =10, el rango es tres.
Sim = 10, el rango es cuatro.

Si A es una matriz de orden rn tal que det(A) = 2, cal-
cula det (MAM™), det(5A) y det(2A71).

Los determinantes pedidos son:

o det (MAM™) = detM-detA-det(M™) = detM-detA-—1— =
=detA=2 detm

* det(5A) =5"-det(A) = 5"-

o det2A7) = 2" der(Ay =21 L = o
( : “ det A

. L =n-1
2
Dada la matriz

1 -1 -1
A=(1 -1 0
1 0 -1

a) Calcula AL, b) Resuelve la ecuacién det (A~ —xI) = 0.

a) El determinante de la matriz A es det(A) = 1.
La matriz inversa es

11 1
Al=1_10 1
110
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-1-x 1 1
b) Laecuaciénes| -1 —x 1| =0.
I 1 —x

Desarrollando el determinante, obtenemos: (1 — x) (1 +x)2 =0.
Las soluciones de la ecuacién son x =1y x =-1.
. . 4 1 7
;Para qué valores del para-

metro no es invertible la matrizA=|1 3 2 |?

a -2 5

Al ser detA =—19a + 57, este determinante se anula para a = 3.
Para este valor de a la matriz A no es invertible.

Actividades propuestas en pruebas de acceso
a la Universidad

Calcula el valor de los siguientes determinantes :

3 x x x 1100 1111
x 3 x x 1001 2220
a) b) c)
xx 3 x 0110 3300
xxx 3 0101 4 431
0 abdbc 1+a 1 1 1
a 0 cb 1 1+a 1 1
d) e)
bc 0 a 1 1 1+a 1
cbald 1 1 1 1+a
3 x x x 3x+3 x x x
x 3 x x 3x+3 3 x x

xx 3 x W3x43 x33x @

3x+3 x x 3

3x+3 x X X

_ 0 X3 0 0 gy g3y
@0 0 x-3 0 ¥

0 0 0 x-3

(1) Sumando todas las columnas y el resultado a la primera.
(2) Restando de todas las filas la primera.

(3) Desarrollando.
1100 1100
1 0-1
1001 010-1
) ) 11052
0110 0110
1 01
0101 0101

(1) La diferencia de las dos primeras filas a la segunda fila.
(2) Desarrollando por la primera columna.
(3) Utilizando la regla de Cramer.



1111
c) 2220 =0, al tener dos columnas iguales.
3300
4 431
0 abdbc a+b+c ab c
4 ach:a+b+c0cb:
b cO0 a a+b+c ¢ 0 a
cb a0 a+b+c b a0
a+b+c a b c
_ 0 a b—cc—b_
0 a-c b c-a
0 a-bb-a c
a b-cc-b
=la+b+9Jdjg-c b c-al=
a-bb-a c
a-b+c b-c a+b-c
=@+b+o 0 b a+b-c|T
a-b+c b-a 0
a-b+c - 0
=@+b+9| o b a+b-c =
a-b+c b-a 0
=@+b+o@+b-o0 a-btec =
a-b+c b-a
=@+b+o@+b-0@-b+ca-b-o
l+a 1 1 1 a+4 1 1 1
" 1 1+4a 1 1 :a+41+a 1 1 _

1 1 1+a 1 a+4 1 1+4+a 1

1 1 1 1+a la+4 1 1 1+a

a+41 11
= 0 200 =a’ (a+4)
0 0 ado

0 00 a

Resuelve las siguientes ecuaciones:

1 x 0 3
3 X =X
-2 1 3
a) 2 -1 3 | =0b) =0
6 0
x+10 1 1
0 1 x -4

a) Desarrollando el determinante, obtenemos: 2x? + 16x—12=0
Las soluciones son x = —8 +V22 y x = -8 —V22

1 x 03 1 X 0

2x+2 -1 3
2213 0 2x+2 -1
b) = = 3x-4 -6 9
3460 0 3x-4 6 9
1 x 4
01 x4 0 1 x -4
=-9x2+6x+73

Las soluciones de 9x% — 6x — 73 = 0 son x = 3,38 yx=-2,53.

Supongamos que c1, ¢2, ¢3 y ¢4 son las cuatro colum-
nas de una matriz cuadrada A, cuyo determinante
vale 3. Calcula razonadamente:

a) El determinante de la matriz inversa de A.

b) El determinante de la matriz 2A4.

c) El determinante de una matriz cuyas columnas
son: 2¢1 — €3, 4, 5¢3y C2

a) Si el determinante de la matriz A es 3, el de su inversa
es 1/3.

b) det(2A) = 2* det(A) =2*.3 = 48.

c) det(2cy — c3, ¢4, 5c3, €2) = det(cy, ca, 5¢3, ¢2) =
= —det(c1, 2, 5¢3, ca) = =Sdet(cy, 2, ¢3,¢C4) =-5-3 =-15

Prueba que se verifica la igualdad
1 sen a cos a
1 sen b cos b | =sen(b-c)+sen (c—a)+sen (a-Db)

1 sen ¢ cos ¢

El determinante es:
1 senacosa 1 sena cosa
1 senbcosb =|0 sena—senb cosa—cosb

1 senc cosc 0 sena—senc cosa— cosc

sena—senb cosa—cosb

sena— senc cosa— cosc
= (sen a—sen b) (cos a—cos ¢)— (sen a—sen c) (cos a—cos b)=

=sen a cos a— sen a cos c—senb cos a+ sen b cos c —
—senacosa+ senacosb+ senccosa—senccosb=

= (sen b cos ¢ — sen ¢ cos b) + (sen ¢ cos a — sen a cos c) +
+ (sena cos b—sen b cos a) = sen (b—c) + sen (c —a) +
+ sen (a — b).

Calcula los valores de ¢ para los cuales el siguiente

determinante
-2 t 0
-t 21
-3 01

toma valores positivos. Calcula el mayor valor que al-
canza.

El valor del determinante es 72 — 3¢ — 4.

Este determinante toma valores positivos en los intervalos
(-00, —=1) y (4, +0). No existe el maximo valor buscado.
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Responde a las siguientes cuestiones:

a) Si A es una matriz cuadrada de orden n, A’ su tras-
puesta y A~ su inversa. ;Qué relaciones tienen los
determinantes |A |, |A?| y |A7!|? ¢(Por qué?

b) Si el determinante de una matriz cuadrada de or-
den n vale D, ;cual es el valor del determinante de
la matriz que se obtiene multiplicando por 5 todos
los elementos de la anterior?

¢) Todos los elementos de una matriz cuadrada de or-
den n se multiplican por -1. ;Cémo queda afecta-
do el valor de su determinante?

a) |A"| = |A|, ya que, segiin la definicién de determinante,
los términos del desarrollo del determinante pueden orde-
narse de igual forma atendiendo a las filas o a las columnas.
1A = 1

Al

ya que al ser A-A-!= [, tomando determinantes, se obtiene

la relacién anterior.

b) El valor es 5"D. Este hecho es debido a la propiedad que
dice: Si los elementos de una fila (columna) de una matriz
se multiplican por un nimero, el determinante de la matriz
queda multiplicado por dicho niimero.

c) Debido a la propiedad anterior, el determinante queda
multiplicado por (-1)". Es decir, serd el mismo valor si n
es par y valor opuesto si n es impar.

Calcula las matrices inversas de las matrices

1 -1 2 3 2 1
A=|l2 1 2|, B=| 0o 1 -
0 0 1 2 2 2
13 13 -4/3 0 -1 -112
A= -2/3 113 273 Bl=| 13 -2/3 12
0 0 1 13 =5/3 172

Dada la matriz

10 -1
A=|10m 3
41 m

averigua para qué valores del parametro m existe
A1, Calcula A~ para m = 2.

El determinante de la matriz es det(A) = m? + 4m — 3. Los va-
lores para los cuales la matriz A tiene inversa son los valores
distintos de las soluciones de la ecuacién m? + 4m — 3 = 0.

1 0-1

Param=2lamatrizesA=| (0 2 3

41 2

1/9 -1/9 2/9
ysuinversaesA™' = | 4/3 2/3 -1/3
=2/3 -1/9 2/9
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Resolucion de problemas

1. LUGAR GEOMETRICO. Sobre la recta y = a se consi-
dera un punto variable P. Llamamos Q a la proyeccion
del punto P sobre el eje OX. Determina el lugar geomé-
trico del punto M proyeccion de Q sobre la recta OP.

A
y=a

P

\

La recta OP es: y = mx = el punto P tiene de coordenadas

p (l , a) . Luego el punto Q tiene de coordenadas Q (l , 0)
m m

y el punto M es el punto de interseccién de la recta OP =y = mx,

y la recta perpendicular a ésta pagando por Q =m?y + mx = q,

por tanto:
y=mx\
= x=_—_4a y:%
m2+mx=a’ m? + m m3 +m

Luego el punto M tiene dos coordenadas:

a = am
y=—4

X = 3 =
m-+ m

m3+ m

L ‘o 3 2 3
La ecuacion del lugar geométricoes: [y~ + x7y —x~a= 0

2. PIRAMIDES DE BOLAS. Un mago apila bolas, todas
iguales, para formar dos piramides tetraédricas. De
pronto se da cuenta de que juntando las bolas de am-
bas piramides puede formar una sola piramide tetraé-
drica mayor. ;Cual es el minimo nimero de bolas de
que tendria que disponer el mago inicialmente?

Al construir pirdmides tetraédricas de bolas aparecen los nui-
meros tetraédricos:

1,4, 10, 20, 35, 56, 84, ...

que forman una progresion geométrica de 3¢ orden de térmi-
n+ 1) @n+2)
6

* Si las dos pirdmides son iguales, el minimo nimero es 20
bolas, con lo que formaria una pirdmide tetraédrica de aris-
ta 4 a partir de dos tetraédricas de arista 3.

* Si las pirdmides iniciales no son iguales, el niimero minimo
de bolas es 680, nimero obtenido al sumar las bolas de dos
pirdmides tetraédricas de aristas 8 y 14 y bolas 120 y 560.
La nueva pirdmide tetraédrica formada por 680 bolas tiene
de arista 15, pues

nn+1)(n+2)
6

no general

=680=n=15





