RESOLUCION DE ACTIVIDADES

Actividades iniciales

1. Expresa en notacion matricial y resuelve por el mé-
todo de Gauss los sistemas de ecuaciones siguientes:

/x—3y+4z=9
3x+5y-2z2=17
\—2x+6y+z=18

[2x+3y=28

) b)
\3x—2y=3

Las resolucién de los sistemas puede expresarse de la forma
siguiente:

a)(2328) (2328)
3F] -2F -
3-23 0 1378

La segunda matriz proporciona la solucién x =5,y = 6.

b)[1 349 1 3 49

35117 -2=R2Lo 14 1310
2F1 _F3 - F3

26118 0 0 936

La ultima matriz proporciona la solucién:
x=2,y=3,z=4.

2. Si se cumple que PQ =Py QP = Q, probar que P2 =P,
Veamos que P2 = P. Para ello,

P?=P.-P=PQ-P=P-QP=PQQ =P
(€)) (@) 3 (C)) (5)

Las igualdades anteriores son debidas a:

(1) 1a definicién de la potencia cuadrado;

(2) 1a hipédtesis PQ = P;

(3) la propiedad asociativa del producto;

(4) 1a hipétesis QP = Q;

(5) 1a hipdtesis PQ = P.

3. El grafo adjunto muestra las relaciones que se estable-
cen en un grupo de ocho personas. Construye una ta-
bla que indique las relaciones anteriores, indicando

con 1 la existencia de relacion entre dos personas y
con 0 la no existencia de relacion.

R
O—=0«0 O

La matriz que indica las relaciones existentes en el grafo es:
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1 2 3 4 5 6 7 8
1 0 1 0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 1 0 1 0 0
3 0 1 0 0 0 0 0 0
4 0 1 0 0 0 0 1 0
5 0 1 0 0 0 0 0 0
6 0 1 0 0 1 0 1 0
7 0 0 1 1 0 0 0 0
8 0 0 0 0 0 0 0 0

Actividades de Ensenanza-Aprendizaje

Calcula a, b, ¢ y d para que se cumpla
(ab)_(a 7 ) ( 5 a+b
2 = +
cd -2 3d c+d 4
Realizando las operaciones indicadas y aplicando la igualdad
de matrices, obtenemos:

(2a 2b )_
2¢ 2d

Iza=a+5

a+5

a+b+7)

c+d-2 3d+4

2b=a+b+7
\2c=c+d—2
2d=3d+ 4

Resolviendo el sistema, a=5,b=12,c=-6,d=-4

Dadas las matrices

_ 4 0 -
N R M L B
0 3 -1 =2 -2 3

calcula:
a)A+B b)A-B-C
c¢)3A +5B-6C d)AB - BC

e) 2AB + 3AC - 5BC
a)A+B=(1_1)+(4 O):(S_l)
03 -1=2) \-11
- -12 -2-3
wac-e= (G
03 12/ \=23 32
_ 12
3 -3 +(20 0 )_6( )=
09 -5 -10 23

_(29 -15 )
7 -19

c)3A+SB—6C=(




(1 _1)(4 0) (4 0)(—1—2)
d)AB - BC = - =
0 3/\-12) \-12/\-23
LGS
-3-6 5 -8/ \-82
e) 2AB + 3AC - 5BC =
=2(1 —1)(4 o)+3(1 —1)(—1—2)_
0 3/\-1=2 03/\23
(4 0)(—12) (10 4 ) ( 3 -3)
-5 = + _
12/\=23 -6 -12 -18 27
_(-20 40)_( 33 -39)
25 40 -49 55

1 -1

4 -1 2
Para las matricesA=| 2 3 |yB= ( ),
calcula AB y BA. 4 0 5 3
1 -1 4 -6-1
4 -12
AB=12 3 =| 8 1313
0 3
0 02012
1 -1
4 -12 2 -1
BA = =
053 10 27
[4] Calcula los productos posibles entre las matrices
123
210
A=|111]|,B=|2|yC=
345
01-1 1
Los productos posibles son:
123 1 8
AB=|11 1|2 |74
01-1/V1 1
123
210 357
CA = 111]=
345 7 158
01 -1

1
210 4
=202 L
3451 16

Si A y B son dos matrices cuadradas de orden n, ;son
ciertas, en general, las igualdades siguientes?
a) (A+B)? =A%+ 2AB + B2
b) (A-B)?=A%-2AB + B?
¢)(A+B)YA-B)=A2-B»?

En general, las igualdades anteriores no son ciertas, ya que el
producto de matrices no es conmutativo.

a)(A+B?=(A+B)(A+B)=AA + AB + BA + BB =
=A%+ AB + BAA + B?

b)(A-B)?=(A-B)(A-—B)=AA—AB—BA + BB =
=A2—AB—-BA + B2

¢)(A+B)(A-B)=AA—AB + BA— BB =
=A2_AB + BA - B2

[6] Encuentra todas las matrices, del orden correspon-
diente, que conmuten, respectivamente, con las matri-

ces:
000
11
Yfro0o0
01
110
. ablf11 11 ab
Operando en la igualdad =
c d/'\0 1 01 cd
obtenemos el sistema d=a+c
Ia+b=b+d
\ c=c
c+d=d
La solucién del sistema es ¢ = 0, a = d y b cualquiera.
. 1
Por tanto, las matrices que conmutan con ( ) van de la
01

( a b
forma

) con a y b nimeros reales cualesquiera.
0 d

Procediendo de manera andloga para

a b c 000 0020 ab c
def 100|100 def
g h i 110 110 g h i

obtenemos el sistema

b+c=0
c=0
e+f=a
f=e
0=f
h+i=a+d
i=b+d
O=c+f

Las soluciones del sistema son:

a=0,b=0,c=0,d="h,e=0,f=0, g cualquiera, i = 0.
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000
Las matrices que conmutancon [ 1 (0 (O | sonde la forma
000 110
d 0 0 | condy g nimeros
cualesquiera.
g do0

Para las matrices

1 -1 2 ( 0 3 4 )
A = B =
4 0 3 ) ’ -1 -2 3)°
2 30 1 2
C=( -5 14 2 y D=1
1 00 3 3
realiza las siguientes operaciones:
a)A+B d) AD g)A'C j)D'D
b)3A - 4B e) BC h) D'A! k) DD!
c¢) AB hHCD i) B'A

1-12 034 126
4 0 -3 -1-23 320
3—36)_(0 12 16)_(3 -15 —10)
120 -9/ \4 -8 12 16 8 -21
¢) AB no puede realizarse ya que ambas son matrices de di-
mensién 2 - 3.

(1 —12)
d)AD =

b) 3A—4B =

4 0-3
2301
034 -11 3 12 -18
e) BC= 51 4 2|=
23 11 -5-8 -6
1 00-3
/) CD no puede realizarse.
g) A'C no puede efectuarse.
1 4
h)DA'= (213)}_1 0 |=(7-1)
2 -3
0 -1 -4 0 3
. 1 -12
i)BA=|3 2 ( )= -5 -3 12
4 0-3
4 3 16 4 -1
2
j)DD=Q213)f 1 |=14
3
2 426

kpD'=(1 [213)=|2 1 3
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Descompén en suma de una matriz simétrica y otra
antisimétrica las matrices siguientes:

10 -1 10 1

1 4

a)( )b)042 ofo1 o
25 53 4 27 22
1 23 4
-1 06 7

d)
3 47 3
5 26 =2

Toda matriz cuadrada A puede expresarse en la forma
t t
A+A A-A
2 2

A=

A+A'

En la suma anterior, el sumando ) €s una matriz si-

t

P A - . e
metrica y el sumando €S una matriz antisimetrica.

Las descomposiciones pedidas son:

J) ”)*(_‘;Z)

a)

1 0-1 0 2 0o o0 -3

Sho[*lo o -1
2 5, 4 315 o0

04 2|70 4
534

ot1ol=l o 1 Thl*|l 0o o T,

272 3/2 7/2 -2 1/2 7/2 0

123
10 6
3473
526
o hoo 9% 0 3 3 -k
h o 5 9%
o 5 7 Y% 3 -1
% % % -2

!
(101 1o 3 0o o -l

0
[9] Para la matriz A = , calcular AS y A%, En-
1 0

cuentra los valores de a y b para que la matriz A con-

. a 0
mute con la matriz .
b1



Calculamos las potencias sucesivas de A.

=S )
10 10 0 -1 01
A3=A2A=-1A=-A
AY=A3A=-AA=-A’=—(-])=1

A =A*A=1-A=A

AC=ASA=A-A=-]

etcétera.

Observamos que las potencias de la matriz A se repiten de
cuatro en cuatro. Asi:J

ASO :A4-12+2 — (A4)12~A2 =] 12'A2 =I'A2 :AZ =_]
AT = A4 24+1 = (A4)24_A =T A=]-A=A

Para calcular los valores a y b operamos las matrices

[ O O B O

Igualando las matrices, se obtiene a = 1, b =0.

-1 0
Dadas las matrices A=| 1 -2 |y
B=(_2 1 0)’ s 3
0 -1 2

Obtén si procede (BA)™.
Calculamos BA,

2100
w0 2
0-12 38

23

La inversa de la matriz BA, por el método de Gauss-Jordan, es:
(3—2510) (3 _2510)
_ = _ =
38 :01 0 -10 : 1 -1

LR R
3(1 0 4s 1/15)

01 -0 Yo

4 1
La matriz (BA)™! es ( /15 /15 )
o Yho

Obtener las matrices X e Y que verifiquen los siste-
mas matriciales siguientes:

@) 2X+Y=( 1 22)
2 10

X_3Y=(-4 -3 -2)

[=r(3 7
el
[ efi)

-3 2

\X+2Y:(1 0 \X+Y=(18)
2 4 01

")/2)(-31/:(1

(7

Llamamos A y B a las matrices numéricas que aparecen en
cada uno de los sistemas. Resolvemos éstos por el método de
reduccién y obtenemos:

=
S N W

a)’2X+ Y =A ©f2X+Y:A IX:%A.F%B
| x-3v=p | 7v=a-28 \yzlA_;B
7 7

_1 3 4 9 8 6

Portanto,X:( /7 /7 /7)eY=( /7 1/7 2/7)
1 3/7 1/7 0 /7 _/7

b)jX+Y:A©/X=;A+;B

‘X—Y=B \Y:%A_%B

3 |
Portanto,X:( 4 /2 )eY:( 2 /2)
3/2 1/2 3/2 —1/2
¢) - fX:ZA—lB
’2X+Y:A©IZX+Y_A . A
3 3 3 3

7))

I3X+Y=A
=4

Por tanto, X = (

d)’3X+Y=A
| x+v=p lX -

A -

Ayl
22

Por tanto, X = eY=

0 8)

3, -1,
fX:—A+3B
=1
\X=ﬂ4+28

1 0
3y 1,
e)‘2X+3Y=A ©1X+Y=B

| x- v=p |

Por tanto, X = (_4_5) eY= (_3 -
5 16 2 10

Y=-A+2B

Calcula A" , para n € N, siendo A las siguientes ma-
trices:

z)(l 1) b)(l 1) c)(cosa—sen a)

11 01 sen 4 cos O
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101 111 111
dio1o| 9111 D|o11
001 111 001
. 11 2n—1 2n—1
a)SiA= , entonces A" = | |
11 2" 2"

11
b)SiA= ( ),entonces A = (
01

sen o cosa

ln)
01

¢)SiA= (cos a —sena ) . entonces A" = ( cosna —senna
senna  cosna

101 1 0n
d)SiA=|01 0 |,entoncesA”= [0 1 O

001 001

111 gl gn-l gn-l
e)SiA=11 1 1 |,entoncesA"= | 3n-1 gn-1 gn-l

111 gl gn-l gn-l

2

111 o
f)SIA=[0 1 1 ],entonces A" = 0 1 n

001 00 0

Dadas las matrices A =
la (AB)'y AB)1,

1]

1 0/'2 3

La matriz traspuesta de la anterior (AB)

La matriz inversa de la anterior (AB)™! es (

0 _1 2 .
b
Calcula la matriz B-142B, siendo

S ELE
2l

La matriz B! es (
3 4

. 301\[-30 9
La matriz A2 es =
0-3/\0 -3 0
45
La matriz B-'A2 es ( ) ( 20 ) =(
-36 45
La matriz B-'A2B es ( ) ( 4
27 =36 3

Utilizando las operaciones elementales por filas, ob-
tén matrices escalonadas equivalentes a las matrices

siguientes:

42 - GUIA DIDACTICA

31
yB=( ),calcu-
23

Lamatriz(AB)es(1 2)(3 1)=(7 7)
31

. (73)
es
71

/14 —1/2

y

36 45)
27 36

5\ (90
4)_(0—9)

1y 1/2)

-1 01
12
a)( ) b) 1 22
34 2 11
1 1 =2 1
1z A 2 0 1 3
- d
o3 2 1 ) 11 2 1
4.0 2 3 21 2
(1 2) (1 2)
a) 3F1 -F2 =~ F2
3 4 02
-10 1 -10 1
122520 023 |R-2m-5
2F]1 + F3 = F3
211 013
-10 1
P -2F3 = F3 02 3
0 0-3
1 2 -1 1 2 -1
3F1 -F = F
|3 =21 ———— |08 4|R-B~>H
4F| -F3 = F3
4 0 2 0 8 -6
1 2 -1
nRn-B-B{pg8 4
002
1121
201 3 |2A1-F2—F2
-11 2 1 [|f1+B=65
3F1 + F4 —F4
3212
1121
2F-R—->R | (02 -5-1| mR-R->F
F1+F3—=F3 0 2 0 2 2F4 — F) —F4
3F1 + F4 —F4
01-71
11-21
Fa-f3—~F 02-5-1 9F3 — 5F4 —F4
Ma-R=F)g0 53
00-93
1 2 1
9F3 —5F4 —F4 25 -1
0-5 -3
000 42



Utiliza el método de Gauss para averiguar si los siste- sistema no tiene solucion.
mas siguientes tienen solucion o no. En caso afirmati-

vo, encuéntrala. f dx -y +5z= =25 } -y + 5z = -25
/x + 2y = 1 D! Tx+5y- z = 12 <= - 27y + 39z =223
@)\ 2x + 3y +2z = -1 \3x—y+z=21 \ y + lz =-159
\3x -y - 3 f4x— y + 5z = =25
/ X _ 2y = _3 g — 27y + 39Z = —223
b){ 2x + 3y +z = 4 \ 336z = 4516
\Zx + y -5z= 4 El sistema tiene solucién dnica: x = 17,47, y = 27,67,
z=-1344.
/4x—y+z=4 f4x—y+5z=—25
Ol x —y+daz=1d 7x + 5y -z = 12 /x+Y+Z=6 1x+Y+Z=6
\Zx y -7z=13 l3x—y +z = 21 Oyx -y -z =A% 2y + 2z = 10=
/x y+z= 6 \3x+y+z=8 \ 2y + 2z = 10
ey x -y -z = -4 X +y +2z=26
\3x+y+z=8 ©\ y + 7z =25
f x + 3y -z = -5 0z = 0
HNi2x -y +5z2= 7 Fl sistema tiene infinitas soluciones: x=1,y=5—-1¢,z=*.
\ x + 10y -8z =9
/x-p 3y—z=—5 /x+3y—z=—5
fx + 2y =1 /x+2y =1 Piaz—y +5=7% Ty-Te= -1+
a)l 2x +3y+ z =-1° Ty+ z=1< \x+10y‘81=9 \ Ty +Te= -4
\3x—y =3 \ 7y =0 fx+3y—z=—5
X + 2y =1 @\ Ty =Tz = -17
- Ty+ z = 1 0z = -3
\ s =1 El sistema no tiene soluciones.
El sistema tiene solucién tnica: x=1,y=0,z=1. Calcula las matrices inversas, si existen, de las si-
guientes matrices:
x =2y =-3 x =2y =3
01 12 12
b){ 2x +3y+ z = 4= -y + z =2 a) b) ¢)
20 3 4 4 8
2x +y +5z2=4 4y — 4z = 8
-1 12 2 -1 0 23 4
fx—Zy =-3 Al 1 03] e|3 1 2| pl56 7
4:\ -y +z =2 4 11 4 0 1 8 9 10
z =0
El sistema tiene infinitas soluciones: x = 1 + 2¢, y = 2 + ¢, )(0 1 10 )=>(2 0 :0 1)=>
— a . .
z=t,contER. 20 01 01 : 10
/4x—y+z=4 /4X—y+z=4 100 12 L (01/2)
= =A =
C)\x—y+4z=l© 3y - 15z = 0= 01 :1 0 1 0
2x + -7z =3 \l -3y + 15z =-2 .
Ty o Y ¢ (12:10) (12 10)
34 :01 02 :3-1

f4x—y+ z =4

©\ 3y- 152 =0 (1251 o)(105—21)
= = =

El 0z =12 01 ' 32 -12 01 ' 32 -12
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1 (-2 1 )
=A =
32 -12

C)(l 2 1 0)$(1 2 01 0) No existe matriz

48 101 00 - 4 —1/ inversa.
112 :100 1-1-2:-100
glro3 :010[=|l015:110
411 :00°1 059 :401
1-1-2:-100
=015 :110]=
0016 : 1 5 -1

1-12: -1 0 0
=015 : 1 1 o0 |=
001 : 1/16 5/16 -1/16

103 : 0 1 0

=101 0 :11/16 -9/16 5/16
001 : 116 5/16 -1/16
100 :-316 1/16 3/16

=101 0 :11/16 -9/16 5/16

001 : 1/16 5/16 -1/16
112 -3/16 1/16 3/16

La matrizinversade | 1 0 3 | es|11/16 -9/16 5/16

411 1/16  5/16 -1/16
2-10\" [-1/3 -1/3 2/3
e)3 12 =| -5/3 -2/3 4/3
401 4/3  4/3 -5/3
2 34
f)I5 6 7 |notiene inversa.
8 910

Determina el valor de a para que la matriz

12 3
A=101 2
a0 1
no tenga inversa. Calcula A~! para los restantes valo-

res de a.

Utilizando el método de Gauss, se obtiene:

12-3:100 12 -3 100
012 :010]|=[01 2 010 ]|=
a01 :001 02a-3a-1: a0 -1
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12 =3 100
=101 2 010
00 7a+1 : —a2al

Cuando la expresion 7a + 1 vale cero, es decir, a = —1/7, la
matriz A no tiene inversa. Para los restantes valores de a,
existe A~! y su expresion es:

1 -2 7

Ta+l T+l Tatl
2a  3a+1 -2

Ta+l Tatl Tatl
-a 2a 1

Ta+l  Tat+l Tatl

Calcula el rango de las siguientes matrices:

02 1

101
a) py|10 -1
210 04 2

-1 11

2

0 0 10

c) d|l -1 2 3 4 5
2
0

1 11
1 3 10 11 13
0 01

Realizamos operaciones elementales en las filas de las matri-
ces, obteniendo matrices equivalentes.

a)Rangode(1 0 1)=Rangode(1 0 1):2
210 01-2
021 1 0-1
b)Rangode| 1 0 -1 | =Rangode |0 2 1 | =
042 04 2
1 0-1
=Rangode |0 2 1 [=2
000
2-111 2-111
0010 0200
¢) Rango de = Rango de =4
2111 0010
0001 0001
215-18

d)Rangode |-12 3 4 5 | =
1 3101113
215-18

=Rangode | 0 5 11 7 18| =
0 5152318



215-18
=Rangode | 0 5 11 7 18] =3
004160

Calcula el rango de las siguientes matrices segin los
valores del parametro A:

2001 2¢1 1
a-2 a+2
a) b)i2131 cJ|l2al
1 2
al3?2 21a
a1 a2 1 2
a) Rango de = Rango de =
1 2 a1l at+2
=Rangode(1 2)
0 a
Sia=0elrangoes 1 ysia=0 el rango es 2.
2001 200 1
b)Rangode| 2 1 3 1| =Rangode | 0 -1-3 0 |=
al3?2 0 -2-6a+4
200 1
=Rangode | 0 -1-3 0
000a+4
Sia=-4,elrango es 2y sia = —4, el rango es 3.
2a 1 1 2 al

c)Rangode | 2 a 1 |=Rangode |2 1 a | =

21 a 21 1

=Rangode| 0 a-1

=Rangode| 0 a-1 1-a

0 0 -d*—a+2

*Sia=1,elrangoes 1.
*Sia=-2,elrango es 2.
*Sia=1ya=2,elrangoes 3.

,Es posible que para dos matrices A y B no cuadra-
das puedan existir AB y BA?

Si es posible en el caso que las dimensiones sean m - n para
Ayn-mparaB.

En esta situacidn, el producto AB es una matriz de di-
mensién m - m y el producto BA es una matriz de dimen-
sién n - n.

Si A una matriz cuadrada de orden n, tal que A2 =A,
e I es la matriz unidad de orden n, ;qué matriz es B2,
siB=2A-1?7

Se tiene que:
B?=B-B-(2A-D-QA-D—-4A-A-2A-1-2A-1+ I’=
=4A? - 2A -2A+T1—-4A—4A +1=1

Por tanto la matriz B2 es la matriz unidad. Las matrices como
B se denominan idempotentes.

Encuentra todas las matrices de orden 2 que cumplan:
a)A2=A b)A*=0

Sea la matriz A = ( @b )
c d

Lamatn'zA2=A~A=(a b )(“ b ):
c d c d

a* + bc ab+ bd)

ac+ cd be+ d*

a) Al ser A% = A, debe cumplirse:

@ +bc=a a +bc=a
Ib(a+d)=b Ib(a+d—1)=0
\c(a+d)=c \c(a+d—1)=0

be+d =d be+d =d

Pueden ocurrir los siguientes casos:

1.b=0,entoncesa’>=a,d*=dyc=00a+d=1.
En estas condiciones las soluciones son las matrices

; ) y con ¢ cualquiera.
00 01 c 0 c 1

2.c=0,entonces a’*=a,d*=dyb=00a+d=1.
En estas condiciones, las soluciones son las matrices

(1 b) (0 b) :
y con b cualquiera.

00 01
2
3. a+d=1,entoncesa=1-dyb= d-d
C
g d-d
Las soluciones son las matrices c concyd
cualesquiera. c d
b) La condicién A% = 0 se convierte en el sistema
a* + bc=0
ba+d=0
\ cla+d)=0
be+d =0
Pueden ocurrir los siguientes casos:
1. b =0, entonces a = 0, d =0y c cualquiera.
0
Esto proporciona las soluciones ( ) conc €ER.
c 0

2. ¢ =0, entonces a =0, d — 0y b cualquiera.
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Las soluciones son ( b ) conb ER.

00
3.a+d=0,entoncesa=-dyb=-dc.
—d-d’lc

) con ¢y d cualesquiera, ¢ = 0.
c d

Las soluciones son (

Encuentra todas las matrices de orden 3 que conmutan
100

con| 010
213

ab c

SealamatrizA=| d e f | que debe cumplir:

g h i
ab c 100 100 ab c
de f1l010]5[010 de f
g h i 213 213/ \gh i

Multiplicando las matrices y utilizando la definicién de
igualdad de matrices, se obtiene el sistema:

a+2c=a d+2f=d g+2i=2a+d+ 3g
b+ c=b e+ f=e h+ i=2b+e+3h
\ c=3c f=f 3i=2c+f+3i
Las soluciones nos dan las matrices

a b 0
A=\ 2i-2a-2¢ i-2b-2h O

g h i

siendo a, b, g, h, i nimeros reales cualesquiera.

a) Escribe tres matrices de dimension 3 - 4, que ten-
gan, respectivamente rango, 2, 1 y 4. Razona la
respuesta.

b) Si cada una de las matrices escritas es la matriz
asociada a un sistema de ecuaciones. ;Qué se pue-
de afirmar sobre el tipo de sistema del que se trata
y de sus soluciones?

a) Las matrices de dimensién 3 - 4,
1 234

2468
2549

* con rango 2 es, por ejemplo,

1111

e con rango 1 es, por ejemplo, | 3 3 3 3

—2-2-2-2

* con rango 4 no es posible construirla.
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b) En el primer caso y en el segundo se trataria de sistemas
compatibles indeterminados.

Resuelve la ecuaciéon matricial AX = B, con

2 3 -1 -10
A=(4 -1 2 |yB=| 11
1 1 3 —4
X
Llamgndo alamatrizX=1|y ) se obtiene el sistema de
ecuaciones z
/ 2x + 3y z=-10
4x —y+2z=11
\ x+y-3z=-+4
58/39
cuya solucién es X = [ —-163/39
17/39

Averigua para qué valores del parametro 7 la matriz

1 04
A= 0 t 4
-1 3¢

no tiene inversa. Calcula la matriz inversa de A para
t =1, si es posible.

Utilizando el método de Gauss-Jordan para la obtencién de
Al se tiene:

104 :100
0r4 :0101=
13+ :001
L 0o 2~ 12 12 _4t
(t=2)(t+6) (=2)(+6) t-2)(+6)
(t=2)({t+6) (=2)(+6) t-2)(+6)
00 1 t -3 t

' t-2)(t+6) t-2)@+6) t-2)(t+6)
En los casos r = 2 y t = —6 no existe matriz inversa. Para
cualquier otro valor de la variable ¢, existe matriz inversa.

104

Parat=1, lamatrizinversadeA=} 0 1 4

11/7 —12/7 477 -13 1

esA ' = 477 —5/17 —4/7
-1/7 3/7 -1/7

Responde a las siguientes cuestiones:
a) Dada una matriz A, ;existe otra matriz B tal, que
el producto AB sea una matriz de una sola fila?
b) Prueba que si A verifica la relaciéon A2 - A - I =0,
entonces existe A~1. Hallala.



¢) Estudia las potencias sucesivas de una matriz anti-
simétrica viendo de qué tipo son.

a) En el caso de que la matriz A tenga dimensién m - n, con
m = 1, es imposible encontrar la matriz B cumpliendo las
condiciones pedidas.

En el caso de que la matriz A tenga dimensioén 1 - n, la
matriz B tendrd dimensién n - m y la matriz resultante serad
la matriz fila 1 - m.

b) La matriz inversa de A es la matriz B que cumple A-B = I.
Larelacién A% — A — I = 0 puede ser expresada en la forma:
AZ_I=10A (A - = I Por tanto, la matriz inversa de A
esA-1L

¢) Una matriz A es antisimétrica si A’ = —-A.

Veamos como son las potencias sucesivas:
(AY' = (A-A)=A" A" = (—A)-(-A) = A2, luego V* es simétrica.
(A3 = (A2-A)' = A" (A2) = (-A)- A2 = —A3, luego A3 es antisi-
métrica.
Por tanto, las potencias pares son matrices simétricas y las
potencias impares son antisimétricas.

Si dos matrices de orden n A y B cumplen AB - BA =1,
demuestra, utilizando el método de induccion, que
para cualquier nimero natural m, mayor o igual que
1, se verifica A”B — BA™ = mA™ -1,

Para m = 1, la expresién A™B — BA™ = mA™ - ! se transforma
enA'B—BA'=1-A'-!= AB — BA = I, que es verdadera.

Supongamos que la expresién A”B — BA" = mA™ -~ ! es cierta
para m = h, es decir, A"B — BA" = hA" -, y veamos que se
cumple param = h + 1.

Ah+lB_BAh+1 =A(AhB)—BAh+1 =A (BAh + Mh-])_BAhH -
(*)

= (AB) A" + hA" — BA*' =
(*)
= (BA+D) A" + hA" — BAM*! =
(%)

= BAM*14 Al 4 pAh - BAR+! =
= A"+ hAk = (h+ 1) A"

Veamos que se cumple lo buscado; hemos hecho uso de las
igualdades A"B = BA" + BA" + hA" ' en
y AB=BA+ 1 en ™

Actividades propuestas en pruebas de acceso
a la Universidad

Dada la matriz

10 -1
A=0m 3 ,
41 -m

averigua para qué valores del parametro m existe A1,
Calcula A~! param =2.

Utilizanzo el método de Gauss-Jordan y partiendo de la matriz
10 -1 : 100

Om 3 1010

41 -m 1001

obtenemos la matriz

1og: —m+3 . "
(m-1)(m=3) (m-1)(m=3) (m-1)(m-3)
0 1o 12 m—4 3

(m-1)(m=3) (m-1)(m=3) (m-1)(m-3)

001 4m ! &
(m—=1)(m=3) (m-1)@m-3) (m-1)(m-3)

La matriz A~! existe para cualquier valor de m distinto de 1 6 3.
En el caso de m = 2, la matriz inversa de

1 0-1 -71-12
A=10 2 3 ]e|122 -3
4 1 =22 -8-12

Halla las matrices simétricas de orden dos tales que
A2=A.

Sea la matriz A = ( a
b d

AR W

Resolvemos el sistema:

) , debe cumplirse:

a2+b2b(a+d))=(a b)
ba+db®+d b d

fa2+b2=a
ba+d=b
\b2+d2=d

Los casos posibles son:

i)b=0,entoncesa=00a=1,yd=0o0d=1.
Las matrices solucién son:

(O O) (1 0) (O l)y(l 0)

00 00 00 01
ii)a=1—d,entoncesb=i\?a’—d2 cond € [0,1].
Las soluciones son las matrices:

( 1-d +Vd-d&
+Vd-d& d

Dadas las matrices

) cond € [0, 1].

0 -1 -2 100
A=l 1 o0 2|, I={010
1 1 3 001

determina, si es posible, un valor de k para que la
matriz (A — kI)? sea la matriz nula.
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k-1 2
LamatrizA—-klesA-kli=|-1-k -2

La matriz (A — k)2 es b1k
—k—-1-2\[-k-1-2

(A—kD(A=kD={_1-k2||-1-k-2]|=
1 137\V1 1 3k

kK*—1 2k-2 4k — 4
=f 2k-2 k-1 4k — 4
Dk +2 2k+2 5-6k+k>

El valor que hace que la dltima matriz sea la matriz nula es
k=1.

Resuelve la ecuacion matricial B(2A + I) = AXA + B,

siendo
3 2 - 1 -1 2
A= 4 1 - [,B=|-a o0 1
2 0 1 0 -1 1

Operando en la ecuacién matricial, obtenemos:
2BA+ B=AXA+B < AXA=2BA < AX=2B< X=
=2A"'B

Por tanto, la solucién es la matriz X = 2A7'B.

123
AlserA'=| 2 5 7 |, lamatriz buscada es
-2-2-5
1 23\([1-12 -2 -8 14
X=2A"'B=2(257||-101|=[-6-18 32
—2-2-5/\0-11 0 14 -22
Obtén la matriz inversa de A + A%, siendo
121
A=1010
203

La matrizA + A’ es

1 21 102 223
A+A'=[0 1 0|*|210(7220
203 103 306

=2/3 2/3 1/3

Lamatriz(A + A les| 2/3 —1/6 —1/3
1/3 -1/3 0

3
Dada la matriz A = (

) , construye la matriz
52

20
Y =3A’A - 21, y resuelve la ecuacion AX = ( )

01
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La matriz Y = 3A’A — 2/ es

S I[P P B R b b
150

39 13

(31 20
Para resolver la ecuacién X= , llamamos a
52 01

_ ( ay ap
ajz az
rrespondiente.

) , operamos y resolvemos el sistema co-

3ay, +ay =2

El sistema es j Sayy +2a, =0
3a;, + a4y, =0

Sa,, + 2a,, = 1
Las soluciones son: ai1 =4, a1 =10, a1 =-1, a2 =3

LamatrizXesX:( 4 _1).
-10 3

Prueba que A2 - A - 2] = 0, siendo

011 011
A=1101{, I=]101
110 110

Calcula A~! utilizando la igualdad anterior o de cual-
quier otra forma.

Calculamos A% — A — 21, y obtenemos

011)\(011 01 1 100
tot1fltot1|-{to1]|-2lo10][=
110/\110 110 001
211 01 1 200 000
=t 21|f{1o01|-lo20]|=l000
112 110 002 000

De la expresién A2 — A — 21 = 0, operando se obtiene:
A?_A-20=0=1A?_ 14 _ =0«
2 2

elg2_ 1y =1©A(LA—l1)=1
2 2

2 2
La matriz inversade A es A~' = A" =%A - % 1
Por tanto,
011 100
Al=lyq_ 171 _1 =
) 5 ) 1 01 ) 010
110 001



=172 172 172
=12 =12 12
172 112 -1/2

10 01
Sean las matrices I = ( ) yJ= ( )
01 00

Si M es una matriz de la forma M = al + bJ, siendo a
y b nimeros reales, se pide: a) Calcular M2 y M3,
b) Calcula M", siendo n un niimero natural.

b
La matriz M = al + bJ adopta la expresion M = ( “ )

a) Las potencias cuadrada y cubica de M son: 0 a

Mz_(a b)(a b)_(a2 Zab)

0 a’/'\0 a 0 o

M= MM (a2 2ab)(a b)_(a3 3a2b)
0 & 0 a 0 &

b) Para encontrar la expresiéon de M" con n natural, calcula-
mos nuevas potencias.

@ 3a%b ab a* 4a’b
M4=M3~M = =

0 o 0 a 0 o

a* 4a’b ab @ 5a*b
MS=M*M = =

0 d 0 a 0 &

Por tanto, M* con n natural tiene la expresion siguiente:
a" na"'b )

M(
0 a’

La demostracidn de esta ultima proposicién puede efectuarse
por el método de induccién.

b
La matriz M = ( “ )
-b a

es distinta de la matriz nula. ;Es inversible? En caso
afirmativo, halla M1,

Calculamos la posible matriz inversa por el método de
Gauss-Jordan, obteniendo:

(abilo) (a b 510)
ba 01 0+b> " b a

ab : 1 0
<= <
01 b a
@ +b* a®+b?
a0 a’ __ab
< A +b° P+ b?
0 1 b a

< @ +b> A +b?
o1 : b a
A +b> A+b°

10 @ _a b

La matriz M siempre es inversible, ya que el ser a = 0 y
b = 0 entonces a2 + b? = 0.
La matriz inversa de M es

a __ b

M- = a+ b’ a+b°
b a

@ + b* @ + b*

Aplicando el método de Gauss, discute y resuelve los
sistemas.

fax+y—z=1 x+y+ kz=k?
a) x+2y+z=2 b)\x+ ky +z=Kk
\x+3y—z=0 \kx+y+z=1
x+2y+3z=4
2x -y +2u=1
c)
\3x+2y+z+u=7
3y+4 z+7u=-4
a) Intercambiando las ecuaciones y triangulando el sistema,
obtenemos:

/ax+y—z=l fx+2y+z:2
\x+2y+z=2© \x+3y—z=0©

x+3y-2z=0 ax+y—-z=1
1x+2y+z=2 }x+2y+z=2

had —y+2z=2 had —y+2z=2
\(2a—l)y+(a+l)z=2a—l \ Ga-1)z=6a-3

¢ Si a =1/5, el sistema no tiene solucion.
* Sia = 1/5, el sistema tiene la siguiente solucién dnica:

_ 9 _2a-4 _6a-3
X = k) - 9 Z -
Sa-1 Sa-1 Sa-1
b) Triangulando el sistema, se obtiene:
f}c+y+kz=k2 fx+y+kz=k2

A-Ky+k-Dz=k>~k = {Q-ky+k-D)z=k>-k
l(k—l)y+(k2—1)2=k3—1 \(k2+k-2)z=k3+k2-k-1

¢ Si k=-2, el sistema no tiene solucion.

¢ Si k=1, el sistema tiene infinitas soluciones:
x=1-t-s,y=1t z=sconty snimeros reales.

*Sik=2yk=1,elsistema tiene una tnica solucion:

2
=1—k’y= 1 ,z=(k+1)
k+2 k+2 k+2

X
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¢) Triangulando el sistema, obtenemos:
fx+2y+ 3z =4 fx+2y+3z =4
<>

2x— y + 2u=1 Sy+6z-2u=17

<>

\3x+2y+z+u=7 \ 4y +8z— u=5
3y+4z+Tu=-4 3y+4z+Tu=-4
X+2y+3z =4 xX+2y+ 3z =4
f Sy +6z — 2u =7 f Sy+ 6z- 2u=7
\ 16z + 3u =3 \ 16z + 3u=3
27 + 41lu =41 325u =-331
La solucién tnica es:

x=1675, y=0314; z=0,566; u=-1,018.

Resuelve la ecuacion AX - B + C = 0, siendo:

( 4 1 ) ( 1 2 0 -1
A= s B =
-1 0 -2 -1 1 0

(0 a1 2 1)
C=
y 1 0 -3 0

Operando en la ecuacion, se tiene:
AX-B+C=0<AX=B-C<X=A"1"B-0)
Por tanto,

XeA (B-O) (0—1)[(1 2 0—1)_ 0-12 1)
14/ [\2-110 10-30

:(0—1)_ 1322y (3 140
1 4 (—3—14 0) (—ll -1 14—2)
3140

-11 —114—2)

La solucion es la matriz X = (

Resuelve la ecuacion matricial en X: XA — 2B + 3C =D,

siendo:

2 3 20

-1 1 14 2 0
yD=( 5 4).

-3 6

Operando en la ecuacion, se tiene:
XA-2B+3C=D<XA=D+2B-3C =
< X=(2B-3C+D)A!
Por tanto,

X=(2B-3C+D)A =
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(20 03 5 4 1/5 -3/5
o e A S el
V14 20 36 /5 2/5
_(4 o)_(o 9)+(5 4) (1/5 —3/5)_
\2 8 6 0 36 /5 2/5
(9 —5)( 1/5 —3/5)_( 4/5 —37/5)

-714)\ 1/5 2/5 7/5 49/5
. . 4/5 -37/5
La solucién es la matriz X =
7/5 49/5

Resolucion de problemas

1. LAS EDADES DE LA FAMILIA. Una madre de fa-
milia, que ronda la cuarentena, observa que si escribe
tres veces seguidas su edad obtiene un niimero que es
igual al producto de su edad multiplicada por la de su
marido y las edades de sus cuatro hijos. ;Qué edad
tiene cada uno de los miembros de la familia?

Supongamos que la edad de la madre es de 39 afios; impo-
niendo las condiciones del problema, obtenemos:

393939 =39.P-H-H>-H3-Hy = P-Hy-H>- H3- Hy = 10101
P-H\-H>-Hy-Hy=37-13-7-3-1

Luego si la madre tiene 39 afios, el padre tiene 37 y los cua-
tro hijos tienen, respectivamente, 13,7, 3 y 1 afios.
Observamos que si partimos de que la madre tiene 38 afios obte-
nemos la misma respuesta, e igual para 37, 36, 35 afios. Es decir,
independientemente de la edad de la madre, nos salen las edades
del padre, 37 afios, y las edades de los hijos: 13,7, 3 y 1 afios.

2. DOS NUMEROS. Encuentra dos nimeros tales, que
su suma, su producto y su cociente sean iguales.

Llamamos x, y a los niimeros. Se debe cumplir que:
X

X+y=xy=71"

y Y=y

X+y=x-y =y=_X

x—1
x-y=% /=>xy =x=y=z=l1
y

X

Luegoparay=+1 = = +1 = no existe solucién.

x-1

Paray=-1=-1=
x_

La solucion valida es: | x =




