RESOLUCION DE ACTIVIDADES

Actividades iniciales

1. Dada la recta del plano de ecuacion 2x — 6y + 3 = 0, es-
cribela en forma continua, paramétrica, vectorial y
explicita.

La recta 2x — 6y + 3 = 0 pasa por el punto (0, 1/2) y un vec-
tor direccional es v = (3, 1). Por tanto, las ecuaciones pedi-
das son:

x_y-12
3 1
.. . ’ x =3t
* Ecuacién paramétrica
‘y=t— 172 , tER
¢ Ecuacion vectorial (x, y) = (0, 1/2) +¢ (3, 1),cont ER
¢ Ecuacioén explicitay = 1/3 x + 1/2

¢ Ecuacién continua

2. Calcula el valor de a en la recta de ecuacion ax + 3y —9 =0,
para que:
a) Pase por el punto (3, 1).
b) Tenga de pendiente —1.
¢) Uno de sus vectores directores sea v = (6, —4).
a)a=2 b)a=3 c)a=2
3. Estudiar la posicion relativa de cada uno de los si-
guientes pares de rectas:

a)f7x-2y=12 b)jx-3y=-5
2x—y=3 ‘2x—6y =-9
c){lx—y:S
4x =2y =6

a) Las rectas se cortan en el punto (2, 1).
b) Las rectas son paralelas.
c¢) Las rectas son coincidentes.

4. Estudia la posicion relativa, segin los valores de a, de
los pares de rectas:

‘ax+i=a2 ‘x+ay=ax

a) b
‘x+a2y=1 ‘3x+ay=ay

a) Si a = 1, las rectas son coincidentes.
Sia = 1, las rectas se cortan en el punto

((a+1)(a2+1)_ a )

a+a+l a+a+1

b) Si a = 0, las rectas son coincidentes.
Si a = 0, las rectas se cortan en el (0, 0).

Actividades de Ensefianza-Aprendizaje

Halla las ecuaciones de la recta que pasa por el punto
P (1, 2, 3) y tiene como vector direcciona al vector

v = (6, 5, 4). Obtén seis puntos que pertenecen a di-
cha recta.

Las distintas expresiones de la recta buscada son:

x=1+6t
* Ecuacién paramétrica: \ y=2+5 contER
z=3+4
¢ Ecuacién continua: =1 =)= 2 =%- 3
5 4
‘ 5x — 6y =-7

* Ecuacién como interseccion de dos planos:

‘ 4x — 5z =-7
En la ecuacién paramétrica pueden obtenerse los puntos dan-
do valores a . Asi,

«1=0 Po=(1,2,3)
et=1 P1=(1,7,7)

et=2 P,=(13,12,11)
er=-1 Py=(-5,-3,-1)
et=-2 Ps=(-11,-8,-5)
e1=3  Ps=(19,17,15)

Halla las ecuaciones de la recta que pasa por los pun-
tosP(1,1,0)yQ (1,0, 1).

La recta viene determinada por el punto P (1, I, 0) y el vec-
tor y =PQ =(0,-1,1).
Las ecuaciones de la citada recta son:

e Paramétricas ¢ Continuas

/x:1

\y:l—t, tER

z=t

Estudia si los puntos A (3,4,2),B (1,2,3)y C (-1, 4, 6)
estan alineados.

La recta determinada por los puntos A y B tiene por ecuacion:

x—-1_y-2_2z-3
2 -6 -1
Al sustituir las coordenadas del punto C en la recta anterior,
se tiene:
-1-1 _4-2 6-3
# #
2 -6 -1
Por tanto, los puntos no estan alineados.

[4] Una recta pasa por el punto (3, 1, 2) y es paralela al
vector v = (1, -2, 3). Comprueba si los puntos (4, -1,
5), 2,3,-1),(6,7,4), (0,1, 3) y (6, -5, 11) pertenecen
a la recta anterior.

La ecuacidn continua de la recta es
x-=3 _y-1_2z-2
1 -2 3
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El punto (4, -1, 5) pertenece a la recta al cumplirse:
4-3 _-1-1_5-2
1 -2 3
El punto (2, 3, —1) pertenece a la recta al cumplirse:
2-3 _3-1_-1-2
1 -2 3
El punto (6, 7, 4) no pertenece a la recta al cumplirse:
6-3 7-1 4-2
# #
1 -2 3
El punto (0, 1, 3) no pertenece a la recta al cumplirse:
0-3 1-1 _3-2
# #
1 -2 3
El punto (6, -5, 11) pertenece a la recta al cumplirse:
6-3_-5-1_11-2
1 -2 3

Expresa cada una de las rectas siguientes de todas las
formas que conozcas:

a)x—2=y—2=x—4 b)‘X-y—3Z=1

1 -1 3 lx—3y+z=5
fx=2+t
)yy=1- ¢
\z=3+2t

x=2+t
a) Ecuacién paramétrica \ y=2-t ,t€ER

z=4+73

x+y=4
Ecuacién como interseccion de dos planos: ’ Y
\ 3x-z=2
x=-1+5
b) Ecuacién paramétrica: \l y=-2+2%,tER

z=t

x+1 _
5 2

. . +2 z
Ecuacién continua: Y T

x-2 _y-1_2z-3
-1 2

c) Ecuacioén continua:

‘x+y:—1

Ecuacién como interseccion de dos planos: \
2x —z=1

[6] Determina m y n, sabiendo que los tres puntos (1, 2, 0),
(2,3,1)y (m, 1, n) estan alineados.

La recta determinada por los puntos (1, 2, 0) y (2, 3, 1) tiene
por ecuacidn:

82 - GUIA DIDACTICA

Para que (m, 1, n) esté alineado con los otros dos puntos, de-
be cumplirse:
m-1_1- 2
1 1

=" portanto,m=0yn=-1

Halla las ecuaciones de las medianas del triangulo de
vérticesA (1,1,1),B (3,5,7)y C (0, 3, 0).

La mediana correspondiente al vértice A pasa por A (1, 1, 1)
yA'(3/2,4,7/2),y su ecuacién es:

x—1_y-1_z-1
172 3 5/2

La mediana correspondiente al vértice B pasa por B (3, 5, 7)
y B'(1/2, 2, 1/2), y su ecuacion es:

x-3 _y-5_z-7
=52 -3 -132

La mediana correspondiente al vértice C pasa por C (0, 3, 0)
y C'(2,3,4), y suecuacion es:

Dados los puntos (1, 3, -2) y (2, 3, 5), halla m y n para
que el punto (m +1, 3, n) esté alineado con los otros dos.

La recta determinada por los puntos (1, 3, -2) y (2, 3, 5) tie-
ne por ecuacion:

x—1_y-3 _z+2
1 0 7

Para que el punto (m + 1, 3, n) pertenezca a la recta anterior,
debe cumplirse:

m+1-1_3-3 _n+2
1 0 7
Por tanto, la relacién entre m y n debe ser 7m —n = 2.

[9] Halla la ecuacion de los planos, en todas las formas

que conozcas, determinados por las condiciones:

a) Plano que pasa por el punto P (2, -3, 5) y tiene como
vectores direccionalesa y =(1,1,2)yy =(3,-2,1).

b) Plano que pasa por los puntos P (3,-1,0)y QO (1, -1,
3) y contiene el vector y = (1,2, 3).

¢) Plano que pasa por los puntos A (1, 2, 3), B (-1, 0, 2)
yC (2,-1,0).

a) La ecuacion es:

x-2 y+3 z-5
0=| 1 1 2 | =x+y—-z+6
3 2 1

b) El plano viene determinado por el punto P (3, -1, 0) y los
vectores u = PQ =(-2,0,3)y v =(1,2,3). Su ecuacion es:

x-3 y+1 z
0=| — 0 3| =6x—9y+4z-27
1 2 3



¢) El plano viene determinado por el punto A (1, 2, 3) y los
vectores u =AB = (-2, -2,-1)y v=AC =(, -3, -3).
Su ecuacién es:

x-1 y-2 z-3
0= 2 2 —1 |=3x-Ty+8z-13
1 3 3

Halla la ecuacion del plano que pasa por el punto
P (2,-4,0) y contiene a la recta

x-2 _y-2 _z-4
1 -1 3

El haz de planos cuya arista es la recta dada tiene por expre-
sién:
x+y-4H+r(Bx-z-2)=0

Haciendo que el haz incida en el punto (2, —4, 0) se obtiene
A = 3/2. Sustituyendo este valor en el haz, obtenemos el pla-
no buscado de ecuacién 11x + 2y —3z— 14 =0.

Halla la ecuacion del plano que contiene a las rectas:

[x-y-3z=1 [2¢+3y-2z=1
r: s

‘x—3y+z=5 ‘x—y+3z=4

El plano viene determinado por un punto de una de las rec-
tas, por ejemplo, P (-1, -2, 0) de la recta r, y por los vecto-
res direccionales de ambas rectas que son: y = (5,2, 1)y
v =(8,-7,-5).

La ecuacion del plano es:

x+1 y+2 2
0=| 5 2 1| x-1ly+17z-21
8 -7 -5
Halla las ecuaciones de los ejes coordenados y de los

planos coordenados del sistema de referencia orto-
normal OXYZ.

Los planos coordenados tienen por ecuaciones las que siguen:
*0XY,z=0
*0XZ,y=0
e 0YZ,x=0

Las ecuaciones de los ejes coordenados son:

-Ox’yzo

o\l
Il
o o © o o

<

X

x
* 0Z,

\
cor|
i
\

y

Halla la ecuacion del plano que corta a los ejes coorde-
nados en puntos situados a distancia d del origen. Ha-
llar el valor de d para que el planoseax +y +z-7=0.

Los puntos de los ejes coordenados situados a una distancia
d del origen son:

d,0,0),(0,d,0)y (0,0, d)

El plano que pasa por los puntos anteriores tiene por ecua-
cion:

x-dy z
O0=| d dO0|=x+y+z-d=0
-d 0 d

Por tanto, serd d = 7 para que el plano anterior coincida con
x+y+z-7=0.

Escribe las ecuaciones paramétricas del plano
3x -y +2z=10.

X =t

Pueden ser: /y=—10+3t+25 ,contysER
|--s

Escribe la ecuacion implicita o general del plano:
x=3-t,y=2+s,2=t+s.

La ecuacion es:

x=-3y-2z
0= -1 0 1 =x-y+z-1
0 1 1
-y+z=4 -
Pruebaque’x Tz y ¥ 3
\3x+3y+7z=6 5

_y+1 _ oz .
= = —~— representan la misma recta.

2 -3

Ambas rectas poseen vectores proporcionales y el punto (3, -1,
0) pertenece a la primera recta.

x-3 _y-1 _2z-3
-5 2 0
’3x—y+z=0

Sean las rectas r:

y

s:
‘x+2y—z=2

Halla la ecuacion de un plano que pasa por A (-1, -1, 0)
y es paralelo a las dos rectas. Halla la interseccion de di-
cho plano con los ejes coordenados.

El plano viene determinado por el punto A (-1, -1, 0) y
los vectores directores de las rectas que son y = (-5, 2, 0)
y v =(-1,4,7),y suecuacion es

x+1 y+1 z
0=| -5 2 0| =14x+35y—-18z+49

14 7
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Dados los puntos A (1,0, 2), B (0,1,3),C (-1,2,0) y
D (2, -1, 3), halla la ecuacion del plano & que contie-
ne a la recta que pasa por AB y es paralelo a la recta
que pasa por CD.

El plano viene determinado por el punto A (1, 0, 2) y los vecto-
resu=AB =(-1,1,1)y v =CD =(3,-3, 3). Su ecuacién es
x-1 y z2

0= -1 1 1

3 33

=x+y-1

Determina la posicion relativa al plano 3x - 2x +z=3

x-1 _y_z+3
2 1

y la recta

Se cortan en el punto (5/2, 1, =5/2).

Estudia la posicion relativa de los planos, para cada
uno de los siguientes casos:

x—-y+2z=0

I7x+8y—z=0
X-y=-
b

@)\ 3x+2y-2z=1

\ xxay z 2x +3y -5z =-

5x =1
x+y=0

/x+3y—2z=0
)i 2x-y+2z2=0

\4x—5y—3z=0

’x—y+z:0

a) Se cortan en la recta
\ Sx =1
b) Se cortan tres a tres en puntos.

c) Se cortan en el origen.

Determina la posicion relativa de las rectas
rx=-y=—ys:z=2,y=x+2.

Las rectas se cruzan.

Averigua para qué valor de m la recta
[x+2y+z=m
r:
\ 2x -y —z=-2
x -1 -y +1 - z-4
2 3 5

se corta con la recta s:

Para el valor de m = %, las rectas se cortan en el punto
x=312,y=-1/4,z7=21/4.
Estudia si las rectas
f 2x + z=9
r:
\ y=1

se cortan, son paralelas o se cruzan. Halla el plano
que contiene a s y es paralelo a r.

,x+y=0
y s:
l—x+2y+2z=5
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Las rectas se cruzan.

El plano que contiene a s y es paralelo a r viene determinado
por el punto (-1, 1, 1) y los vectores direccionales de las rec-
tas u =(-1,0,2) y v =(2,-2,3). Su ecuacidn es:

x+1 y-1 x-1
0= -1 0 2 | =4x+Ty—-2z-5
2 -2 3

Determina m para que las rectas
, x-2z=1
r:
‘ y—-z=2

estén situadas en un mismo plano. Halla la ecuacién
de este plano.

[x+y+z=1
ys:
lx—2y+2z=m

Para que ambas rectas estén en un mismo plano, el rango de
la matriz ampliada del sistema

jx—k=1
y-—z=2
debe ser 3
\x+y+z=1
x-2y+2z=m

Por tanto, sera nulo el determinante
1 021
01-12
1111
122 m

=4m+ 16

Luego m =—4.

El plano viene determinado por el punto (1, 2, 0) de r y los
vectores direccionalesde ry s: u =(2,1, 1)y v (4, -1, -3).
Su ecuacioén es

x—1 y-2 z
0=| 2 1 1| =x-5y+3z+9
4 -1 3

Determina m y n para que los planos de ecuaciones
1 2x -y +2z=3
x-y+2z=3 se corten en una recta.
\ 3x—-y-mz =n
Halla también la ecuacion del plano que contiene a la
recta anterior y pasa por el punto P (2, 1, 3).

Para que los planos se corten en una recta, los determinantes
que siguen deben ser nulos.

2 -1 1 2-13
1 -1 1 =m+1 1-12|=-n+4
3 -1 -m 3-1n

Por tanto, m=-1yn=4.



El haz de planos de arista de la recta anterior tiene por expresion:
x-y+z-3)+AN(x-y+z-2)=0

Haciendo que el haz incida con el punto (2, 1, 3), se obtiene

A =-3/2.

Para este valor de A, se obtiene el plano de ecuacién x +y —z=0.

,x—z=1

x-5z=4
Dadas las rectas r: i ,

y s:
y+3z=2 \y—4z=—
a) Deduce si se cortan, son paralelas o se cruzan.

b) Halla la ecuacion de la recta que pasa por el ori-

gen y corta a las rectas dadas.
a) Las rectas se cortan.

b) La recta que se apoya en r y s es la recta que pasa por dos
puntos genéricos P (-1 +1,2-3t,f)dery Q (4 +5s,-3 +
+4s, s) de s.

La recta determinada por Py Q tiene de ecuacidn:

x—(1+10 _ y—(2-31 _z-t
4+5)-(1+1t) (3+45)—-2-31 s-1t
Al hacer que la recta incida con el origen (0, 0, 0), se obtie-
nen los valores t =0, s = 0.
Con estos valores se obtiene la recta
x+1_y-2_z
5 -5 0

Halla la ecuacion de la recta que pasa por los puntos
de interseccion de x + y + z = 3 con los ejes OX y OY.
Determina el plano que pasa por los puntos de corte
del plano anterior con los ejes coordenados.

Los puntos de corte de x + y + z = 3 con los ejes OX y OY
son los puntos (3, 0, 0) y (0, 3, 0).
La recta que pasa por los puntos anteriores es:
x-3_y_z
-3 3 0

Los puntos de corte de x + y + z =3 con los ejes coordenados
son los puntos (3, 0, 0), (0, 3, 0) y (0, 0, 3).
El plano que pasa por los puntos anteriores es:

x-3 y z
0= -3 30|=x+y+z-3
-3 03

Sean A (1, -5, a), B 3, a,-1) y C (a, -5, 2) los tres
vértices del triangulo ABC. Determina el valor de a
para que el triangulo sea rectangulo en el vértice C.

Debe cumplirse que los vectores CA y CB son perpendicu-
lares. Es decir, el producto escalar de ambos debe ser nulo.
CA =(1-a,0,a—2), CB =(3-a,a+5,-3)

De CA -CB seobtiene a®—7a+9 = 0.
Las soluciones de la ecuacion son:

a=1+V13 7-V13
2

y a=
2

Dados los puntos A (1, 0, 0); B (0,2,0)y C (0,0, 1),
comprueba:
a) Que no esta alineado y halla la ecuacion del plano
que determinan.
b) Que el plano obtenido en el apartado a) y el forma-
do por los puntos D (3, 0, 0), E (0,6, 0) y F (0, 0, 3)
son paralelos.

a) La ecuacion de la recta que pasa por los puntos A y B es:

El punto C no pertenece a dicha recta, al cumplirse
-1 _0_1

o
-1 2 0
La ecuacién del plano que determinan A, By C es:
-1y z
-1 2 0|=2x+y+2z-2=0
-1 01

b) El plano determinado por los puntos D, E y F tiene por
ecuacion:

x3 y z
3 6 0| =18x+9y+18z-54=0
-3 03

Los planos 2x + y + 2z -2 =0y 2x + y + 2z — 6 = 0 son para-
lelos.

Justifica que los puntos A (1, 1, 1), B (2, 0, -1),
C(5,2,1)yD (4, 3, 3) son los vértices consecutivos de
un paralelogramo y obtén la ecuaciéon del plano que
los contiene. Razona si es 0 no rectangulo.

Los puntos A, B, C 'y D son los vértices de un paralelogramo
al cumplirse:
AB =(1,-1,-1)y DC =(1,-1,-2);
AD =(3,2,2)y BC =(3,2,2).

No es un rectdngulo, ya que AD -AB =3-2-4=_3=0.

La ecuacidn del plano que contiene a los puntos es:
x-1 y-1 z-1

1 -1 =2

4 1 0

=2x-8y+5z+1=0

Halla la ecuacién del plano que contiene la recta
x-2 _y-2 _z-4
1 -1 3

x-1 _y-1
y es paraleloalarecta —,  ~

z
3 2 1

El plano viene determinado por el punto (2, 2, 4) de la pri-
mera recta y por los vectores y =(1,-1,3)y v =(3,2, 1).
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x-2 y-2 z4
Su ecuaciénes | 1 -1 3 | =7x-8y-5z+22=0
3 2 1

Calcula razonadamente el valor de a para que los si-
guientes cuatro puntos estén en un mismo plano del
espacio: (a, 0, 1), (0,1, 2), (1,2,3) y (7, 2, 1). Calcula
también, de una manera razonada, la ecuaciéon del
plano que los contiene.

El plano determinado por los puntos (0, 1, 2), (1, 2, 3), (7, 2, 1)
tiene por ecuacion:

x y-1 z-2
1 1 1 | =x-4y+3z-2=0
7 1 -1

Para que el punto (a, 0, 1) esté en el plano anterior debe
cumplirsequea—4 - 0+3 - 1 -2 =0, es decir, a=-1.

Calcula la ecuacion de la recta que pasa por el punto
(1, -1, 2) y es perpendicular al plano determinado
por los puntos (1, 0, 1), (3, 2, 1) y (2, -1, 0). Exprésala
como interseccion de dos planos.

La ecuacién del plano que pasa por los tres puntos dados es:

x-1y z-1
2 2 0
I -1 -1

=2x-2y+4z-5=0

La recta estd determinada por el punto (1, -1, 2) y el vector
normal al plano v = (2, -2, 4). La ecuacién de la recta es

x—1_y+1 _z-2
2 -2 4

x+y=0
Expresada como interseccion de dos planos: ’ Y
\ 2x—-2z=0

Halla la ecuacion del plano que contiene la recta de
ecuaciones
x -1 y -1

=z
2 2 1
y es paralela a la recta que pasa por los puntos (2, 0, 0)
y (0,1, 0).

El plano viene determinado por el punto (1, 1, 0) y los vecto-

res direccionales de ambas rectas y =(2,2, )y v (-2, 1,0).
x-1 y-1 z

Su ecuaciénes| z z 1| =x+2y-6z-3=0

-2 1 0

Dado el plano n: 2x — 3y + z =0 y la recta
r:x—l _y-2 _z+1
1 -1 2
halla la ecuacion del plano que contiene la recta r y
es perpendicular al plano .

b
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El plano viene determinado por el punto de la recta (1, 2,
—1), el vector direccional de la recta 4y = (1, -1, 2) y el nor-
mal al plano v =(2,-3, 1).

x=1 y-2 z+1
Su ecuaciénes | 1 -1 2 | =5%+3y-z-12=0
2 3 1

Dados los puntos:
A(1,0,1), B (1,1,0),C (0,1,1)y D (p, g, ):
a) (Qué relacion deben cumplir p, ¢ y r para que los
puntos A, B y D estén alineados?
b) ;Qué relacion deben cumplir p, ¢ y r para que los
puntos A, B, C'y D sean coplanarios?

a) La recta que pasa por los puntos A y B tiene de ecuacion:
x-1_y _z-1
0 -1 -1
Si el punto D (p, g, r) debe estar en la recta anterior, se cumplira

E=i=g,esdecir,p=1yq—r=—l

0 -1 -1

b) El plano determinado por los puntos A, B y C tiene por
ecuacion:

x-1y z-1
0 1 -1 |=x+y+z-2=0
-1 1 0

Si el punto D (p, g, r) debe estar en el plano, se cumplirad
p+qg+r-2=0

Determina m y n para que los planos
6x —my + 4z + 9 =0y 9x — 3y + nz— n = 0 sean paralelos.

El rango de la matriz ( debe ser dos. Por tanto,

9 -3 n
6 -m
. =-18+9m=0, m=2
9 3
6 4

=6n-36=0, n=6

9 n

Estudia la posicion relativa de los planos, en cada
uno de los casos siguientes:

12x+3y—5z=—7 ’x—y+z=0
@) 3x+2y+3z=1 b)) 3x+2y-2z=1
\7x+8y—7z=—13 \5x+y—z=1
12x—y+z=1
c){ 3x+2y-2z=3
\x=2y+2z=4
a) La matriz de los coeficientes tiene rango dos, y la matriz

ampliada tiene rango dos. Por tanto, los tres planos se cor-
tan en la misma recta.



b) El rango de 1a matriz de los coeficientes es dos y el de la am-
pliado es tres. Por tanto, los tres planos se cortan dos a dos.

c) El rango de la matriz de los coeficientes es tres y, por tan-
to, los tres planos se cortan en el punto (0, 5, 7).

Estudia la posicion relativa de los cuatro planos del
espacio:

x-2y+2z=0
-x+y+mz=1
\2x—2y+z=1

nx -2y + z=-3

* Si n = -2, los planos dos a dos se cortan en dos rectas que
se cruzan.

*Sin=-2ym=-1/2,los planos se cortan en un punto.

*Sin=-2ym=-1/2, los planos se cortan dos a dos en dos
rectas que son paralelas.

Actividades propuestas en pruebas de acceso
a la Universidad

Consideremos la recta r, el plano & y el punto P, siendo:
r:x—l _y+8 _z-2
2 3 5
w2x-y+3z=1; P(1,0,4)
Obtén una recta s paralela a r que pase por el punto
P. Calcula el punto de interseccion de wy s.

La ecuacién de la recta s es: x-1_y_z-4
2 3 5
La interseccion de s con el plano & es el punto
(-5,-32,-1)
8 16 16

Halla las ecuaciones de la recta paralela a los planos
x +y=1,x +z =0y que pasa por el punto (2, 0, 0).
El vector direccional de la recta v = (a, b, ¢) debe ser per-
pendicular a los vectores normales de los planos. Por tanto,
| @b, 0-(1,1,00=0 = a+b=0
‘(a,b, 0-(1,0,1)=0 = a+c=0
Resolviendo el sistema, se obtiene el vector y = (a, b, ¢) =

=(a,—a,-a)=a((l,-1,-1).

La ecuacién de la recta es: ¥ — 2 =Y _Z
1 -1 -1

Halla las ecuaciones de la recta que es paralela a la

’2x—y+z=0

recta ‘ y pasa por el punto (4, 5, 6).

x—-y+2z=1

La recta viene determinada por el punto (4, 5, 6) y el vector
x-4 _y-5_2-6
-1 1

v =(1, 3, 1), y su ecuacidn es:

Dos vértices consecutivos de un rectangulo lo consti-
tuyen los puntos P (1, 1, 3) y Q (-1, 0, 0) y los otros
dos vértices pertenecen a la recta r que pasa por el
punto C (4, 3, -5). Se pide:

a) Halla la ecuacion de la recta r y el plano & que
contiene el rectangulo.

b) Hallar las coordenadas de los otros dos vértices del
rectangulo.

a) La recta r viene determinada por el punto C (4, 3, -5) y
por el vector v = QP =(+2,1, 3), y su ecuacion es:

x—4 _y-3_z+5
2 1 3

b) Los otros vértices del rectdngulo son los puntos

44 29 11
Ty T s T T 0,1,—11
(7 Y RA )

Dado un tetraedro ABCD de vértices

A(1,2,0),B(26,0),C5,3,00yD 3,4,3):

a) Comprueba que los puntos medios de las aristas
AB, BC, CD y CA estan en un mismo plano, y halla
su ecuacion.

b) El plano obtenido es paralelo a las otras dos aris-
tas CBy AD.

a) La ecuacién del plano que pasa por los puntos medios
(372, 4, 0), (572, 5, 3/2), (4,712, 3/12) y (3, 5/2, 0) es 2x +
+2y-4z-11=0.

. . ., X
b) La arista CB tiene por ecuacién: 3 =L — ==

x-1_y-

La otra arista AD tiene por ecuacion:

El plano del apartado a) es paralelo a las rectas anteriores,
ya que se cumple:

2,2,-4)-(3,-3,0)=6+(-6)+0=0
2,2,-4)-(2,2,3)=6+6+(-12)=0

Siendo r la recta determinada por las ecuaciones
‘x—Zy—Zz=1

\ x+5y-z=0

y el plano & definido por 2x + y + mz = n, determina
my n, de modo que:

a) r corte a m.

b) r y ; sean paralelos.

¢) r esté contenida en .

a) La recta r corta al plano 7 si m = -32/7.
b) Larectay el plano son paralelos si m =-32/7y n = 9/7.
c) La recta estd contenida en el plano si m =-32/7 y n =9/7.

Halla la ecuacion del plano que pasa por (0, 0, 1) y
‘ 5 -3y +2z=5

contiene a la recta r:
\ 2x - y-z=1

El haz de planos de arista r tiene por ecuacién:
Gx-3y+2y-5+A2x-y-z-1)=0
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Si el haz incide con el punto (0, 0, 1), se cumple:
2-5+A(1-1)=0 = A=-3/2
Para este valor A = -3/2, el plano buscado es:
4x-3y+7z-7=0

Divide el segmento de extremos A (1, 2, 1), B (-1, 0, 3)
en tres partes iguales mediante dos planos o y p per-
pendiculares a la recta determinada por los puntos A
y B. Da las ecuaciones de dichos planos.

Los puntos P y Q que dividen al segmento AB en tres partes
iguales tienen por coordenadas: P (1/3, 4/3, 5/3) y O (-1/3,
2/3,713).

Los planos oy § pasan, respectivamente, por Py Q, y tienen
como vector normal el vector AB = (-2, -2, 2).

La ecuacion del plano a es:

(-2,-2,2) - (x—1/3,y—-4/3,z-5/3)=0
Operando, x + y—z=0
La ecuacion del plano 3 es:

(-2,-2,2) - (x+1/3,y-2/3,z-7/3)=0
Operando, 3x + 3y —3z+4=0

Estudia la posicion relativa de las rectas
’ x=z -1 ’ x=4+5 z
r: .

y s:
ly=2-3: \y=4z—2

Las rectas se cruzan en el espacio al ser rango de
1 0-1-1
0132
1 0-54
0142

€s cuatro

Estudia, segiin los valores del parametro m, la posi-
cion relativa de las rectas:
ri{x-2z=1y-z=2}ys:{x+y+z=1z-2y +2z=m}

Si m = —4, las rectas se cortan en el punto x =0, y =3/2, z =
=-1/2.
Si m = —4 las rectas se cruzan en el espacio.

Estudia, para los diferentes valores de m, la posicion
relativa de los planos:

1x—2y+z=0 1mx+z=1

A}
]
[\°]

-x+y+mz=1 b)\my+

]
<

x-3y=0 y+z

c)y 2x +3y+2z2=3

‘x+ y+z=2
\mx +10y +4z =11
a) Sim = -2, se cortan en un punto.

Sim =2, se cortan dos a dos.
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b)Sim =0y m= 1, se cortan en un punto.
Sim =0, dos planos son paralelos y el otro corta a los an-
teriores.
Sim =1, se cortan dos a dos.

¢) Sim =7, se cortan en un punto.
Sim =7, se cortan en una recta.

Prueba que los puntos medios de los lados de un cua-
drilatero cualquiera (en el espacio) son siempre los
vértices de un paralelogramo.

Sean Py (x1, y1, 21), P2 (x2, y2, 22), P3 (x3, y3, 23) Y Pa (x4, ya, 74),
cuatro puntos cualesquiera del espacio. Los puntos medios
de los lados del cuadrilatero formado por P1, P>, P3 'y P4 tie-
nen por coordenadas:

M, =(x1 + X3 yl +YZ 21 +Z2
2

2

M, =(x3 + X4 )’3 +y4 4 +z4
2

M2 :(Xz + X3 )’2 +y3 Zz +Z3)

M4=(x4 + X Y4 +)’1 Z4+Zl
2

Los vértices M1, M>, M3 y M4 forman un paralelogramo, ya

que los vectores M, M, ,y M, M, son iguales; de igual for-

maque M, M, y M, M.

Los vectores anteriores tienen por coordenadas:

M, M, =M, M, =(x3;x1 ,y3;y1 ,23;“)

=(X4 —X2 Ya—Y2 Z4—Zz)

M, M, =M, M,

>

2 2 2

Resolucion de problemas

1. SUMAS. Razona si es 0 no cierta la siguiente igual-
dad:

1 -, 498501
999 - 1001

El término general de la sucesién formada por los sumandos

1
S
Cn-1)2n+1)
simples, obtenemos:

. Descomponiendo éste en fracciones

1 _ 12 , -2

Cn-1)@2n+1) 2n-1 2n+1

Aplicando esta igualdad a cada uno de los sumandos, obtenemos:



1 - 1lp 12
3 1 3

1 - 1lp 12
3-5 3 5

1 - 1lp 12
5-7 5 7

1 - 12 12

997 - 999 997 999

1 - 1n 12

999 - 1001 999 1001

Sumando todas estas igualdades, obtenemos:

(RS NV NS E VAl L2
1-3 3.5 5-7 999 - 1001 1 1001

=1__1

2 2002 2002 1001

Facilmente se comprueba la igualdad sin mas que poner el
nimero decimal periédico puro dado en forma de fraccién:

0.499500 =499500 - 5002737 _ 500
999999 1001 - 27 - 37 1001

Por tanto, la igualdad que plantea el problema es verdadera.

2. PLANO DE CIUDAD. La figura representa el plano
de una ciudad. ;De cuantas formas se puede ir desde
A hasta B de manera que nunca retrocedamos?

'L /]
l 'L/
A1 |

Solamente consideremos los caminos en vertical hacia arriba
que denotamos como V, en diagonal hacia arriba que denotamos
con D y en horizontan hacia la derecha que denotamos con H.
En la figura tenemos sefialados el niimero de caminos que
hay desde A a cada esquina. Facilmente se llegan a encontrar
esos nimeros sin mds que ir trazando caminos, asi en el cru-
ce que hay un (3) se llega a él desde A por tres caminos V —
— D -H; enel cruce que hay (5) =3 + 1 + 1 se llega a él por
cinco caminos: HHV — HD — DH - VH — HVH.

Observamos que el nlimero que nos aparece en cada cruce es
suma de los de las dos esquinas contiguas si el cuadrado es
cerrado y de las tres esquinas si el cuadrado es abierto.

3. TRAMA TRIANGULAR. Resuelve el problema ana-
logo al que figura en la pagina anterior, considerando
que en este caso los triangulos equilateros que debes
contar son lo que tienen el vértice hacia abajo.

Procediendo de forma anédloga a la del problema de la pagina
anterior, obtenemos:

N° N° N° N° N’°

tridgngulos | tridngulos | tridngulos | tridngulos | tridngulos | TOTAL

delado1 | delado2 | delado3 | delado4 | delado$
Trama n=2 1 1
Traman=3 3 3
Trama n=4 6 1 7
Trama n=35 10 3 13
Trama n=6 15 6 1 22
Traman="7 21 10 3 34
Trama n=§ 28 15 6 1 50

Observamos que aparecen dos sucesiones seglin sea n = par
0 n = impar.
* Si n = par, obtenemos la sucesion:

1,7,22,50,95, 161, ...

Es una progresién aritmética o sucesion aritmética de orden
3 y su término general vale:
n-n+2)-2n-1)
24

« Si n es impar obtenemos la sucesion:
3,13, 34,70, 125, ...

Es una progresion aritmética o sucesion aritmética de orden
3 y su término general vale:
m-D@m+1)(2n+3)
24
Por tanto, el nimero de tridngulos equildteros con el vértice

hacia abajo que podemos contar en una trama triangular de
n-unidades de lado es:

nn+2)(2n-1)
24
\(n—l)(n+l)(2n+3)
24

* En una trama de lado n hay:

L.1+3+6+10+15+21+28+..=
delado1conn=2

II.1+3+6+10+15+...=(
conn < 4.

si n es par

si n es impai

n
( ) tridngulos
n

n-2

) tridngulos de lado 2
n—-4

n-2
NL.1+3+6+10+15+ ... = ( ) tridngulos de lado 3

connz=06. n—4
Asi sucesivamente.
n+2-2k
En general es conk=1,2,..n
n—2k

k =n.° unidades de lado.

4. PRIMOS. Demuestra que la diferencia de cuadrados
de dos nimeros primos mayores que 3 es siempre un
nimero miltiplo de 24.

Hemos de demostrar que p? — g?
primos mayores que 3.

Para demostrarlo, veamos primeramente que si p es un nu-
mero primo mayor que 3, entonces p* — 1 = 24,

= 24 siendo p, ¢ nimeros
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P-1=p-D@p+1) Comenzamos particularizando con tableros de diferentes ta-

3 . mafios:
Los ndmeros estan colocados:

-1 +1 Ti TIPOS DE RECTANGULOS
p P P & TOTAL
wl' tablero | Ix1| Ix2| Ix3| Ix4|2x2|2x3| 2x4| 3x3| 3x4| 4x4
primo Ixl | 1 1
2x2 4 4 1 9
Como p es primo = p — 1 y p + 1 son miiltiplos de 2 y uno de 3x3 1 91 2] 6 4] 4 1 3
ellos también es multiplo de 4 pues en tres nimeros consecu- hd L 161 NI G 2 . 2 A
. P p Sx5 | 25| 40 | 30 | 20| 16 | 24 16 9 12 4 225
tivos mayores que 3 con los extremos pares a la fuerza uno de
estos extremos es multiplo de 4. También (p — 1) o (p + 1) han Observamos la sucesion del nimero total de rectdngulos (in-
de ser muiltiplos de 3, puesto que son tres niimeros_consecuti- cluidos como tales los cuadrados):
vos. Por, tanto se cumple que p> — 1 =2 - 4 - 3 =24. Ademds 1,9, 36, 100, 225, 441, ...
comop® — ¢’ =(p?— 1) = (¢>~ 1) = p* - ¢* =24 -24 = 24. 12,32, 6%, 102, 152, 217, ..
Por tanto, se cumple que la diferencia de cuadrados de dos En un tablero 8 x 8, que es un tablero de ajedrez, hay 362 =
ndmeros primos mayores que 3 es siempre multiplo de 24. = 1.296 rectangulos.
Si nos quedamos sélo con los no cuadrados, habria 1.296 —
5. TABLERO DE AJEDREZ. ;Cuantos rectangulos de — 204 cuadrados = 1.092 rectdngulos no cuadrados en un ta-
lados desiguales hay en un tablero de ajedrez? blero 8§ - 8.
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