RESOLUCION DE ACTIVIDADES

Actividades iniciales

1. Comprueba que el segmento que une los puntos medios
de los lados AC'y BC del triangulo A (3, 5); B(-1, -1);
C(6, 0) es paralelo al lado AB y de médulo su mitad.

v
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Las coordenadas de los puntos medios de los lados AC'y BC,
My N, son, respectivamente:
M (972,5/2) y N (5/2, 1/2).

Los vectores@ MN tienen por coordenadas:
AB =(4,4)yMN = (2,2)
Ambos son paralelos, ya quéB = 2MN.

Los médulos de ambos vectores son:
AB|=14*+ 4% =32 =28
MN|=V2>+2% =18

AB|=2mN|

Por tanto,

2. Sabiendo que los vectores u# y v son unitarios, demues-
tra que u + v es ortogonal a u —v.

Veamos que (u + v)-(u—v) =0.

Tenemos que,
wm+v)-u—vy=uu+vu—u-v—-vv=l+vu—uv-1=0
vaqueu-u=1,v-v=1lyuv=v-u

3. Dados los vectores u = (1,5),v =(-3,4) y w (5, 12), ha-
1la los 4ngulos que forman dos a dos.

Aplicando la definicién de producto escalar, obtenemos:

cos@uwy =4V - 3+20 _ 17 _ 667
U V26925 25,5
luego (u, v) = 48°10'47,4"

u-w _ 5460 _ 65 =098
uw o 26 V169 66,3
luego (u, w) = 11°18'35,8"

—_—
cos (u, w) =
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cos(ﬂ):v -w _ —15+48 —ﬁ:0,51

VW 25 V169 65
luego (7, w) = 59°29'23,2"

4. Dados los vectores u = (1, 5) y v = (3, -1), halla el vec-
tor w de manera que se verifique x-u =1y w sea pen-
pendicular a v.

El vector w = (a, b) debe cumplirw-u=1yw-v=0.

Operando se obtiene el siste %;_55:5

La solucién del sistema es =i, h=3
16

El vector w buscado es w = (1/16, 3/16)

5. Un vector tiene por extremos los puntos P(2, 3) y
0 (4, 9). Calcula las coordenadas de los puntos que lo
dividen en tres partes iguales.

\

Las coordenadas del vectﬂz son @ = (2, 6).

El punto M (a, b) debe cumplirﬁ =;—[Z

Por tanto, @— 2, b - 3) =% (2, 6). Operandoa = % b=5
El punto N (d, b') debe cumplirtPN =%@

Por tanto, (@ — 2, b' - 3) =§ (2, 6). Operandod = % b=17

Los puntos buscados son: M (8/3,5) y N (10/3,7)

Actividades de Ensefianza-Aprendizaje

Dados en R los puntos A = (2,3,5) y B =(1, 0, 8), se
pide:



a) Halla las componentes de los vectores fijos
ABy BA.

b) Halla dos puntos - Cy D, tales que CD sea
equipolente a AB.

c¢) Halla el extremo F de un vector fijo EF tal que
AB, siendo E = (-3, 6,-9)

sea equipolente a

GH tal que
AB, siendo H =(3,2,9).

d) Halla el origen G de un vector fijo
sea equipolente a

a) Las componentes de los vectores pedidos soAB =
= (_19 _3a 3) )’BA = (19 39 _3)

b) Existen infinitas parejas de puntos C y D que cumplan la
condicién pedida. Por ejemplo, C (0, 0, 0) y D (-1, -3, 3).

c)Sea F (a, b, ¢), debe cumplirse: (a +3,b—-6,c+9) =
=(-1,-3,3). Luegoa=-4,b=3yc=-6.

d) Sea G (a, b, ¢"), debe cumplirse: 3 -a’,2-b,9-¢) =
=(-1,-3,3). Por tanto, a’'=4,b'=5y c' =6.

Sean u = (5, -2, 3) y v = (-4, 2, 1) dos vectores libres.
Se pide:

a) Dibuja un representante de cada uno de ellos y de
su suma.

b) (Cual es el extremo de AB si AB=u-v

y A =(0,2,0)

¢) (Cuales son las componentes de los vectores 2u y
3u - 5v?

a) El vector sumau + vel u + v= (1, 0, 4). Un representante
de u, vy u + v puede verse en el dibujo.

b) Las coordenadas d4B =u — v son: AB = 9, 4,2

Llamando B = (a,b,c), se tiene: (a—0,b-2,c—-0) =
(9,4, 2).Portanto,a=9,b=-2,c=2.

c) Las coordenadas de los vectores bucados son:
2u=2(5,-2,3)=(10,-4, 6)
3u—-5v=3(5,-2,3)-5(4,2,1)=(15,-6,9) - (20, 10, 5) =
=(35,-16, 4).

Hallar dos vectores u y v tales que (5,3,5)=2u +3vy
(3,2,3)=u+2v.

. J2u+3v =(5,3,5)
Resolvemos el sistema vectorl%lu +2v=(3.2.3)

Multiplicando la segunda ecuacién por —2 y sumando a la
primera se obtiene el vector v = (1, 1, 1).

Con este vector sustituido en la segunda ecuacion se obtiene
u=(1,0,1).

Por tanto, los vectores buscados son u = (1,0, )y v=(1, 1, 1).

[4] Dados los vectores u = (2,-5,3);v=(4,-3,2)y
w =(0,2,-7), se pide:
a) Calcula los productos escalares u-v, u-wyv-w.
b) Determina el modulo de cada uno de los vectores
anteriores.
¢) Halla los angulos de los vectores anteriores, toma-
dos dos a dos.

a) Operando,
u-v=8+15+6=29,u-w=0-10-21=-31,v-w=
=0-6-14=-20.

b) Los moddulos de los vectores son:
ly =V4 +25+9 =6,15;y|=V16 + 9+ 4 =54,

w =V0 + 4 + 49 =728

¢) Los angulos de los vectores, tomados dos a dos, son:

cos(u, )=V =29 29 _g7
W -p V38Y29 332
luego (, v) = 29°17'7"

u-w _ 31 _ =31 _
ul -[wl V38 V53 44,88
luego (u, w) = 133°41'27,2"

20 _-20 _ 5,

V29 V53 39,2
luego (v, w) = 120°40' 24,4"

—_
cos (u, w) =

s

—_
cos(v, w) =

Se consideran los vectores u = (2,2,2)yv =(1, 0, 1).
Halla todos los vectores, con médulo unidad, y que
forman un angulo de 30° con u y de 45° con v.

Sea w = (x, y, z) el vector buscado. Debe cumplir:
X+ +2=1

W —0,866
ul |wl

= 0,866

* cos (u/,?v) =cos 30° =

2x + 2y + 2z

— ° Vv
e cos (v, w) =cos45° =

W
luego—X+2  =(,707
V2 Vx? +y2 +7-
x2+yr+zr =1
La solucién del sistema 4 (x +y + z)2 =3@r+y?+2%)
(x +z)2 =x2 +y2 +7°

son los vectores (0,99; —0,14 ;0,01) y (0,01; —0,14; 0,99).
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[6] Halla dos vectores de médulo unidad y ortogonales a
1,2,3)y4,5,6).

Sea u = (a, b, c) el vector buscado, las condiciones conducen
al sistema

’az+b2 +2=1
a+2b+3c=0
\4a+ 5b+6¢c=0

Las soluciones del sistema son:

a:-i’bzﬂ’cz—@
18 9 18
(6]
a=V54 p=_V54 . _V54
18 9 18

Comprueba que son una base los siguientes vectores
deR>u=(1,0,2);v=(-1,1,2) yw = (0, 2, -3). Cal-
cula las coordenadas de los vectores x = (1, 1, 1) e
y =(1, 2, 3) respecto de la base anterior.

Los vectores u, v’y w forman una base, ya que el rango de la
matriz formada por sus filas es tres, al ser

02

2|=-11=0
3

1
-11
02
Las coordenadas del vector x = (1, 1, 1) respecto de la base
anterior son los escalares a, b y ¢, que cumplen:
1,1,1)=a(1,0,2)+b(-1,1,2) +c (0, 2, -3)
Operando y resolviendo el sistema resultante se obtiene:
a=12/11,b=1/11, c=5/11.
Andlogamente, el vector y = (1, 2, 3) tiene las siguientes co-

ordenadas respecto de la base anterior:
a=19/11,b=8/11yc="7/11

Prueba que los vectores u = (1,2, 3),v=(-1,0,1) y
w = (4, 4, 4) son linealmente dependientes. Expresa
uno de ellos como combinacion de los otros.

=0

123 123
El rango de la matriz—1 O 1|es dos, al ser—1 0 1
4 4 4 4 4 4

Puede ponerse el vector w como combinacién de los otros en
la forma:
w=2u+(-2)v

[9] Indica para qué valores de ¢ los vectores u = (1, 1, 1);
v=(2,2,0)yw=(t,0, 0) no forman una base de R>.

111
El determinant¢ ) o ¢ | = valet® — 2t.

t 00

Si la expresion anterior es nula, los tres vectores no forman
base de R°.
Por tanto, 2 — 2t = 0, es decir, parar=0yr=2.
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Si los vectores {u1, u2, u3} son linealmente indepen-
dientes, comprueba que también son linealmente in-
dependientes los vectores {v1, v2, v3}, siendo:

Vi=uU,V2=ur+u2yvi=ui+uz+u3

Veamos que la combinacién lineal nula de los vectores vi-v-v3,
avi+bva+cv3=0conduceaquea=0,b=0,c=0.

De avi + bva + cv3 =0, pasamos a auj + b (u1 + u2) + ¢ (u1 +
+uy+az)=0.

Operando, se obtiene (a + b + ¢) ur + (b + ¢) ur + cuz = 0.
Al ser uy, up, u3 linealmente independientes, se cumple:

a+b+c¢c=0
\ b+c=0
c=0

La unica solucion del sistema anterioresa=0,b=0, ¢ =0.

Dados los vectores u = (3, -1,4) y v = (-2, 3, -2), ha-
llar el médulo de los vectores u + vy u —v.

Tenemos que,

u+v=(>1,2,2yu+y=V1"+2> 42> =19 =3
u—v=_5,-4,6) ylu—- =15+ 4% +6> =177 = 8,78

Demuestra que dados cuatro puntos, A, B, C, D, cua-
lesquiera de un plan, se verifica que

AB - CD + AC - DB + AD - BC = 0

Entre los cuatro puntos A, B, C 'y D pueden establecerse las
siguientes relaciones vectoriales, que pueden observarse en
el dibujo adjunto.

B

C
A [ [ [
CD=AD - AC
DB=AB - AD
D BC=AC -AB

Con las relaciones anteriores obtenemos:

AB - CD+AC - DB+ AD - BC=AB - (AD — AC) +
+ AC - (AB — AD)+ AD - (AC —AB) =AB - AD —
~AB - AC + AC - AB —AC - AD + AD - AC -
—~AD -AB =0

Dados los vectores unitarios u, v y w, que satisfacen
la condicion u + v + w = 0, calcula el valor de la ex-
presionu-v +v-w + w-u.

Se cumple que u-v = v-v=w-w=1y w = —u — v. Sustitu-

yendo en la expresién u-v + v-w + w- u, se obtiene:

uv+vwH+wu=uv+v-(—u—-v)+-u-v)u=
SUV—VU—-VV—UU—V U=
=—vv+uu-vu=-1-1-u-v=-u-v-2.



.Es posible que dos vectores u y v de R? verifiquen
u-v="17, |u| =1y |v| =2? ;Por qué?

No es posible, yaque u - v =y - |v| cos (u/,\v) >y en la situa-
cién del problema el coseno del dngulo formado por los vec-
tores u y v debe valer 3, 5, situacién que es imposible.

Dados los vectores u = (2, -1, 3); v=(1,2,2),y w
3, -1, 1), calcula:

au-vy b)(w-v)-w c)m-v)-w
i j ok
au-v=2 -1 3 |=-8—-j+5k
1 23
i j k
by(u-v)-w=-8 -1 5|=4i+23+1lk
3 -1

¢)-v)-w=(=8,-1,5)- (3, -1, 1) =24 +1 + 5= 18

Dados los vectores u = 3,-1,-2) yv = (1, 2, -1), cal-
cula los productos vectoriales que siguen.
au-v b)QRu+v)'v ¢)QRu-v)-Qu+v)

i j ok
3.1 2
1 2 -1

au-v= =5i+j+ 7k

i j ok
D)Qu+v)-v=|7 0 =5 |=10i +2j + 14k
1 2 -1

i j ok
54 -3
7 0-5

)Ru—-v) - QCu+v)= =20i + 45 + 28k

Dados los vectores u = (3, -1, 4); v = (-2, 3, -2), y
w = (5,0, 2), se pide:
a) Calcula los productos vectoriales, u - v, u - w'y

ve-w.
b) Calcula el producto mixto de los tres vectores an-
teriores.
iJ
aAu-v=3 -1 4 |=-10i-2j+ 7k
-2 3 2
i j k
u-w=|3 -1 4 |=-2+14j + 6k
50 2
i j ok
v-w=]-2 3 -2 |=6-6j-15k
50 2

3 -1 4
b)u, v wl=-2 3 -2 |=-36
5 0 2

Sean los vectoresu = (2,0, 1);v=(1,2,2),y2=3,-1,1).
Realizar las operaciones que siguen.

a) (u-v) w b) v-w)u
c)-v)yw d) (v-w)u
e)w-v) w H-w-u

a) wv)yw=43,-1,1)=(12, -4, 4)
b) (v-w)u=3(2,0,1)=(6,0,3)

3 -1 -1
Aw-v)y-w=2 01 |=1
1 22
2 01
AW -wy-u=/1 2 2|=1
3 -1 1

e)(u-v)y-w=(1,14,11)
H@-w)-u=(5,-14,-10)

Demuestra que el producto vectorial no es asociativo
y no tiene elemento unidad en R3.

Para los vectores u = (0, 1, 1), v=(1,0, 1) yw=(1, 1, 0) se
tiene que:

u-v-w=0,-1,)y@wm-v)y-w=(1,-1,0)
Por tanto, se observa que el producto vectorial no es asociati-
vo.
Supongamos que dado un vector cualquiera u = (a, b, c),
existe un vector e = (x, y, z) que cumple u - e = u.

bz—cy=a
Operando, se obtiene el sistema-az+ cx=>b
ay—-bx=c

El sistema es incompatible, ello supone que no existe ele-
mento unidad para el producto vectorial.

Encuentra una base ortonormal de R3 que contenga
un vector proporcional al vector (1, -1, 2).

El médulo del vector dada = (1, -1, 2)

esly =V1% + (=1)* +2°=16.
Un vector unitario y proporcional & es
(L, _ 1 L)
V6 V6 V6
Otro vector unitario y ortogonal al anterior es
T
V2 V2

Otro vector unitario y ortogonal a los dos anteriores es
1 1 1

F5 &5
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Por tanto, la base buscada esta formada por los vectores:
(L, _ 1 L), (L, 1 o), (_ 11 17)

V6 V6 V6/ W2 v2 V3 V3 V3
Los vectores u y v son perpendiculares. Sabiendo que

|u| =3, |v| =4, calcula:
a)w+v) - (u=-v)b)|Gu-v) - (u=2v)

a)Setieneque (u +v) - (u—-v)=u-u+v-u—u-v-—
—v-v=2u-v.

Por tanto,|(u + v) - (u—v)\ =\2u . v\ =Zu . v\ =
=20 [V sen90°=2-3-4.1=24

b)Setieneque Bu—-v)- u-2v)=3u-u—-6u-v—-v-u+
+v-2v==5u-v.
Por tanto, |(3u — v) - (u — 2v) =|-5u - v| =
=5y v sen90°=5-3 -4 =60

Los vectores u y v forman un angulo de 120°. Sabien-
do que Lul =1, |v| =2, calcula:
a) (w-v)-(u-v)
b) [Qu+v): (u+2v)]?
¢) [(m+3v)-Bv-v)]?

a) (u-v)-(u-v)=|u.v|2=(|u| |v| sen 120)2 = (1 - 2 - 0,866) =
=3.

D[QRu+v)- v+ 2V)P=Ru-u+4u-v+v-v+v 2=
=[Bu-vP=9u-v[?=9(1-2-0866)>=27.

)[@w+3v) - Qu—v)Pu-3u—u-v+3v-3u-3v-v?=
= [-10u - vI> =100 |u - v|> = 100 [1 - 2 - 0,866]2 = 300.

Los vectores u, v y w satisfacen la condicién
u+v+w=0.Demuestraqueu-v=v-w=w-u.

Alseru +v+w=0secumple w=—-u—v.

Por tanto,
V-W=v-(-U—-vV)=—vV-uU—-v-v=—v-u=u-m.
Weu=(-U—-v)-u=-uU-U—-vV-Uu=-v-u=1u-v.

Para los vectores u = (2, -3, 1); v =(-3,1,2) y
w=(1,2,3),calcular (u -v) -wyu-(@-w).

Alseru-v=(-7,-7,-7), se tiene que (u - v) - w= (-7, 14, 7).
Como v -w = (-1, 12,-7), por tanto u - (v - w) = (9, 13, 21).

Dados los vectores u = (1, -1, 3); v = (-2, 2, 1), y
w=3,-2,5). Calculau - (v-w).

Se tiene que

1 -13
-2 21
3-25

u-w-w) =-8
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Encuentra un vector que sea perpendicular a
u = (3,-2, 5) y que dependa linealmente de v = (1, -1, 3)
yw=(2,2,1).

Todos los vectores de la forma (a, b, ¢) que cumplen las con-
diciones del problema estdn sujetos a las siguientes condicio-
nes:

(a, b, c)-(3,-2,5)=0.

(a,bcy=m(,-1,3)+n(-2,2,1)

Operando, se encuentra que todos los vectores (a, b, c) que
cumplen las condiciones anteriores son de la forma (-7, 7¢, 7¢)
contER.

Para encontrar uno de ellos basta fijar un valor del parametro 7.

Sean u y v dos vectores arbitrarios. Comprueba que
si (u +v)-(u—v) = 0, entonces |u| = |v|

Siu+v)-u-v)=0=>u-u-uv+v-u-v-v=0=
:>u-u—v-v=0=>u-u—v~v3|u‘2 :|v|2:>|u|=|v|

Prueba que si dos vectores tienen el mismo moédulo, en-
tonces su suma y su diferencia son vectores ortogonales.

Se tiene que,
u+v)U—v)=u-u—-uv+vu—-v-v=uu—v-v= |u|2 —|v|2
Si |u|2 = |v|2 entonces, segtin el resultado anterior, (u + v)-
“wu-v)=0

Calcula un vector u que satisfaga, en cada caso, las

siguientes condiciones:

a) Que sea proporcional al vector v = (2, -1, 1) y ade-
mas cumpla que u-v = 3.

b) Que sea perpendicular a los vectores v = (2, -1, 1)
yw = (18, =22, -5) y ademas |u =14.

¢) Que sea perpendicular al eje OZ y campla u-v =9,
u-w=—-4,siendov=_3,-1,5yw=(1,2,-3).

d) Que cumpla u-a =-5,u-b =11, u- ¢ = 20, siendo los
vectoresa =(2,-1,3), b=(1,-3,2)yc=(@3,2,-4).

a) El vector u es de la forma u = (2k, —k, k) y como cumple
u-v=3setienedk +k+k=3;6k=3;k=1/2
Por tanto, el vector u buscado es u = (1, -1/2, 1/2)

b) El vector u serd proporcional a v - w al ser perpendicular a
ambos. Luego u = k (v - w) = (27k, 28k, —26k). Ademads
cumple |u| = 14, lo cual conduce a 729k* + 784k> + 676k>
= 196. Por tanto, k = 0,3.

Por tanto, el vector u buscado es u = (8; 8,4; -7,8)

c) El vector u = (a, b, c) debe cumplir:
/ c=0
3a—-b+5c=9
\a +2b-3c=-4
La solucidon del sistemaesa=2,b=-3,c=2.
Por tanto, el vector u buscado es u = (2, -3, 0).

d) El vector u = (a, b, c¢), debe cumplir:
/2a— b+3c=-5
a-3b+2c=-11
\3a + 2bb —4¢ =20



La solucion del sistema es :ﬁ, b :1—, c=2
5
e

Por tanto, el vector buscado esu =(1—, ?
5

Los vectores u = (1,0, 1); v=(0,1, 1), yw=(1,2,4)
forman una base de R3.
a) Prueba que los conjuntos de vectores {u - v, v, w}y
{u - v, v-w, w} forman bases.
b) Calcular el producto mixto de los vectores
U-v,v-wyw-u.

a) El conjunto de vectores {u - v, v, w} estd formado por
{(-1,-1,1),(0, 1, 1), (1, 2, 4)}. Forman base al ser

El conjunto de vectores {u - v, v - w, w} estd formado por
{(-1,-1, 1), (2, 1,-1), (1, 2, 4)}. Forman base al ser

-1-11
21-1/=6=0
124
b) El producto mixto de los vectores pedidos es:
-1-11
w-v)-[v-wy-w-uwl=|2 1-1/=9
2 32

Los vectores u y v cumplen |u| =10, |v| =2yuv=12.
Calcula |u . v|.

Como u-v =12, el dngulo a que forman u y v es

UV o 12 yego o = 53°7'48,37"

cos o = =
[ - v 10-2

Por tanto, |u . vl = |u| . |v|,= seno.=10 -2 - sen (53°7"' 48,37")

Dado el vector u = (3, -4, 12), calcula los vectores
unitarios en la direccion del vector u y los angulos
que forma el vector u con los semiejes OX, 0Y, OZ.

Al ser |u =V9 + 16 + 144 =V169 = 13, los vectores de

médulo
uno en la direccién de u son (3/13,%/13,'%/13) y (P/13,%/13,'%/13).
Los 4dngulos que forma u con los semiejes son:

cos (u, 0X ) = % = 0,23, luego(u, OX ) = 73°3927.5".

—

cos(u, oY) =1i3‘ - 031, luegolu, OV ) = 107°55'12,7".
cos(u, 0z) =% = 0,921, luegolu, 0Z) = 227°37'11.5",

Sean u y v dos vectores tales que |u| =1, |v| =2yel
angulo que forman es de 45°. Calcula:
a)u-v b)u+2)-v c) |u+v| d) |u—v| e) El
angulo que formanu +vyu —v.

au-v=u- v cosd5°=1-2 -ngﬁz 1,414

b) u+25-v=uv+2v-v=1414+2.22=9,414,
c) |u + v| = |u|2 + |v|2 -2 |u| |v| cos 135°=1 +4 + 2,828 =
=7,828

d)|_u N vl - [P + [vf — 2 |u] [v] cos 45°=1 + 4 — 2,828 =

s

+v)(u-v) _ 1-4 -3 _

w+vilu—v 78282172 17
=0,176; luego @ + v, u — v) = 100°9'51,3"

e)cos(u+ v, u—v)=

Sean u, v, w y z dos vectores de R3. Demuestra las
igualdades siguientes:
a) (w-v)?+ @ - v)?=u?
bDu-v-wy=@w -wyv—(u -v)w
)w-v)yw-2)=(w-wyv-2)=@-2)(v-w)
dAu-v-wy+v-w-u)+w-(u-v)=0

a) Sean los vectores u = (ai, b1, c1) y v = (a2, bz, ¢2). Calcu-
lamos por separado los dos miembros de la igualdad.

(- v)? + (u-v)? = (bica — c1b2)* + (c1az2 — aic2)® +

+ (aiby — b1a2)2 + (ajaz + b1by + 6162)2 =ai%a? + a\?b? +

+ a12c2? + b12a2? + b12b22 + b\2c? + c12a2? + 1202 + c1%c?

utV? = (ar> + b’ + c1?) (a2® + b? + %) =
= a12a22 + a12b22 + a12C22 + b12a22 + b12b22 + b12622 +
+ c1?ar’ + c1?b2? + cr’c.

Se observa que ambos miembros son iguales.

b) Sean los vectores u = (a1, b1, c1), v =(az, by, c2) y w =
= (as, b3, c3). Calculamos por separado los dos miembros de
la igualdad.

i j ok
u-(v-wy=u-mb e =

a b3 3 B B
=u- [ (bacs — ab3)i — (@e3 — aaw) j + (@bs — b )k] =

i j k
= a) b1 Cl =
bacs —bs  —mcs + oz @wbs — b

= [b1 (a2b3 — baas) — c1(-axc3 + Czas)]z +
+ [a1 (a2b3 — baas) — c1(-bac3 — c2b3)] j +
+ a1 (—azc3 + c2a3) — bi(=bac3 — c2b3)] k.

La otra parte de la igualdad es:

w-w)v—(u-v)w=(a1a3 +bibs + cic3) (a2i +b2j +c2k) -
—(a1a2 + biba + c1c2) (a3 1 + b37 +c3k)=

= [b1 (a2b3 — baaz) — c1 (bacs — c2a3)] T +

+ [a1 (a2b3 — baaz) — c1(bacs — c2b3)] j +

+ [a1 (—axc3 + ccaas) — bi(-bacs — c2b3)] k..
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Por tanto, la igualdad se cumple.

c) Consideramos w - z como un vector Unico y teniendo en
cuenta la definicién de producto mixto, podemos escribir:
w-v)y-w-2d=u-v-w-l=u-[(v-2dw-(-wyl al
tener presenta la igualdad del apartado b).

Operando en la dltima igualdad, obtenemos la identidad de
Lagrange:

@-v)- W-2d=u-wy(v-2-wu -2 -w

d) Teniendo en cuenta la igualdad del apartado b),
u-w-w)=w-w)v—(u -v)w,se obtiene:
u--wy+v-w-wy+w-w-v)=u-wyv—(u-v)w+
+v-uwyw -vVVu-(w-u)yv=0

Esta igualdad es conocida como identidad de Jacobi.

Si los vectores u, v, y w de R3 forman una base del
mismo, analiza si los vectores u + v, v + wyw + u
también forman una base de R3.

Los tres vectores u + v, v + w y w + u forman base, ya que
son linealmente independientes al cumplir:
Siam+v)+bv+w+cw+u) =0=
a+cyu+@+b)yv+b+c)yw=0=

a+c=0
= ‘a+ b=0
b+ c=0, yaque u vy w son linealmente indepen-

dientes.

La solucién del sistema anteriores a =0, b =0y ¢ =0, lo cual
confirma que los vectores u + v, v + wy w + u son linealmen-
te independientes y, por tanto, base.

Para los vectores u = (1,0, 1) y v = (0, 1, 1), halla to-
dos los vectores que sean perpendiculares a v y que
dependan linealmente de u y de v.

Los vectores buscados, que son de la forma mu + nv =
(m, n, m + n), deben cumplir: (m, n, m + n)-(0, 1, 1) = 0.
Luego 2n+m=0.

Todos los vectores son (-2n, n, —n), con n € R.

Sean los vectores u = (1,1,0); v=(1,0,1),yw (0, 1, 1).
Realiza las operaciones que siguen.

a)(u-v)yw b)v-wu
c)w-v)-w dv-w)-u
e)w-v)-w H-w)-u

Los resultados de las operaciones son:
a)(u-vyw=(@,1,1)
b)(v-w)y=(,1,0)

c)u-v) -w==2

dWv-w) -u=-2
e)(u-v)-w=(0,-1,1)
H-w-u=(-1,1,0)

Sean a, b y ¢ tres niimeros reales cualesquiera. Prue-
ba que los vectores (1, a, b), (0, 1, ¢) y (0, 0, 1) son li-
nealmente independientes.
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Son linealmente independientes, ya que el rango de la matriz

1 ab 1 ab
01 clestres,alser[]0 1 ¢c|=1=0
001 001

Prueba, haciendo uso de los vectores, que las diago-
nales de un rombo se cortan perpendicularmente.

<I
<

Las dos diagonales del rombo son los vectores u + vy u —v.

Para probar que son perpendiculares, hay que probar que los
vectores u + v 'y u — v son ortogonales, es decir, su producto
escalar es cero.

Tenemos que, (u +Vv) - (U—V)=uU-u-u-v+v-u—v-v=
=u-u-v-v=[uP-pP=0

El producto escalar es cero, al ser los lados del rombo igua-
les.

Razona que si los vectores u, v, y w del espacio R3 son
perpendiculares dos a dos, el producto escalar
(u +v) - (w +v) no puede ser negativo.

El producto escalar (u + v) - (w+v) vale:
u+vy-wW+vi=uw=uw+uv+vw+vv=vv= |v|2
El resultado no puede ser negativo de manera obvia.

Calcula algun valor del parametro ¢ para que el pro-
ducto vectorial (1, 2, ) x (1, t, 0) tenga la direccion
del eje OZ.

tll

Se tiene que: (1, 2¢) - (1,1, 0) =

~ N~

i
1
1

O~

=%+ + -2k
Para que dicho vector tenga la direccion del eje OZ, debe ser ¢ =0.

Si u, v y w son tres vectores no nulos del espacio R?
que satisfacen la igualdad de productos escalares u - v =
=u - w, ;se puede deducir que es v = w? ;Por qué?

Sean los vectores u = (1, 1, 1),v=(1,1,0) y w (1, 0, 1). Se
tiene que: u - v=2y u - w=2Yy claramente v y w son distintos.

Calcula el angulo que forman la diagonal de un cubo
con uno cualquiera de sus lados o aristas.

En un cubo de arista a la diagonal y la arista forman el tridn-
gulo rectangulo del dibujo adjunto.



\3a
a
\2a
el dngulo o cumple que cos o.= —%= | luego o = 54°44' 8,2".
V3a

Prueba, haciendo uso de los vectores, que el angulo
inscrito en una semicircunferencia es recto.
M

<l

P v (@) Q

Sea M un punto cualquiera de la semicircunferencia, Py Q
los extremos del didmetro, 0 el centro, u el vector OM y v el
vector OP Para que el dngulo inscrito sea recto tiene que
cumplirse que el producto escalar PM - MQ tiene que ser 0.
Se tiene que:

PM-MO=(—v+u) -(—u—-v)=v-u+v-v—u-u—u-v=
)

ya que los médulos de los vectores u 'y v coinciden con el ra-
dio de la circunferencia.

Prueba que los vectores u y v son perpendiculares si
y solo si se verifica que |u + v| = |u - v|.

Sean los vectores u = (a1, b1, ¢1) y v = (a3, b, ¢2). Los vecto-
res suma y diferencia son u + v= (a1 + a2, b1 + b2, c1 + c2) y
u—v=_(a—az by— b c1-c2).
Los médulos de ambos vectores son:
2 2 2

= =\/(a1 =w) +bi=b) +(c1=c) =

) )
= \/alz + 022 + bi + by + Clz + 622 =2ai =2b1br =2c12

u— =V - @) + b1 - b2) + (c1 - ) =

=Va12+a22+b12+b22+612+cz2—2a1a2—2b1b2—2c162

Los médulos anteriores son iguales si y s6lo si aiaz + bibz +
cic2 = 0, que es la condicién de ortogonalidad de los vecto-
resuy v.

Actividades propuestas en pruebas de
acceso a la Universidad

.Para qué valores de a el conjunto de vectores (1, 1, 1),
(1,a,1)y (1, 1, a) es una base de R3?

Sean los valores de a que hagan el determinante

111
lal
11a

distinto de cero.

El determinante anterior vale a® — 2a + 1 = (a — 1)2, es distin-
to de cero para cualquier valor diferente de uno.

Los médulos de tres vectores u, vy w son 3,4y 7, res-
pectivamente. ;Cémo han de ser los vectores para
que se cumplau +v +w =0?

Los tres vectores deben tener la misma direccién y el médu-
lo de uno debe ser la suma de los médulos de los otros dos.

Dados los vectores u = (2,0, 0),v=(0,1-3) y
w =au + + bv, ;qué relaciéon deben satisfacer a y b pa-
ra que el médulo de w sea la unidad?

El vector w = au + bv es w = (2a, b, —3b) y para que el m6-
dulo de w sea la unidad, debe cumplirse: 4a> + 106% = 1.

Halla el vector perpendicular au = (2, 3,4) y
v = (-1, 3, -5), y que sea unitario.

Un vector perpendicular a u y v debe ser proporcional al pro-
ducto vectorial de u y v. Es decir, este vector es de la forma
(27k, 6k, 9k).

Para que sea unitario debe cumplirse que (27k)? + (6k)> +
(9%)? = 1, luego

846 k> = 1,k* =L k =4/ L =003
846 846

El vector buscado es (0,81; 0,18; 0,27).

Calcula los valores x e y para que el vector (x, y, 1)
sea ortogonal a los vectores (3,2,0) y (2,1,-1).

3x+2y=0

Debe cumphrsﬁ{ ety=l

La soluciénes x =2,y =-3

Dados los vectores u = (3,1,-1) y v = (2, 3, 4), halla:
a) Los moédulos de u y v.
b) El producto vectorial de u y v.
¢) Un vector ortogonal au y v.
d) El area del paralelogramo que tiene por los lados
los vectores u y v.

alu=V9 + 1+ 1=V11 =332
v =V4+9+16 =129 =5,39

ikl
Bu-v=3 1 —1|=7i-14j+7k
23 4

¢) Cualquier vector proporcional al vector obtenido en el
producto vectorial.

d) El area del paralelogramo es el médulo del vector produc-
to vectorial. Por tanto,

- v =V49 + 196 + 49 =V294 = 17,15

unidades cuadradas.
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;Puede ser el médulo de la suma de dos vectores de
modulos 10 y 5 mayor que 15? ;Y menor que 4?

El médulo de la suma de dos vectores es menor o igual que
la suma de los mddulos de dichos vectores. Por tanto, el mo-
dulo de la suma de dos vectores de médulos 10 y 5 no puede
superar a 15.

Por una propiedad andloga para la diferencia de médulos, los
moédulos de los vectores propuestos no pueden tener una su-
ma menor que cuatro.

Siendo u y v dos vectores cualesquiera del espacio,
prueba que (u—v) - (u +v)=2u-v.

Teniendo en cuenta las propiedades del producto vectorial,
se obtiene:

u=-v)-w+v)=u-(u+v)—v-(u+v)=
=u-u+u-v—=-v-u—v:-v=u-v—-v-u=
=u-v+u-v=2u-v

Sean u, v y w tres vectores linealmente independien-
tes. Indica cual o cuales de los siguientes productos
mixtos valen cero:

[u+w,u-w,u+v+wlu+w,v,u+v]
ylu-w,v—w, w—-u]

En cada uno de estos casos, ha de razonarse la contesta-

cion.

clu+wu—w u+v+wl=\u u ul+u u vl +[u u w]+
+ [u, —w, u] + [u, —-w, v] + [u, —w, w] + [w, u, ul + [w, u, v] +
+ [w, u, w] + [w, —w, ul + [w, —-w, v] + [w, —-w, w] =

=—[u, w,v]+[w, u,v]=0

clu+wvu+vl=[uv,ul+luv,vl+w v ul+[w v v]=
=[w,vul=0

clu—w,v—-w,w—ul=[u v, wl-[u v, ul —[w, v, w] —
—[w, v, ul = [u, w, wl + [u, w, u]l + [w, w, w] —[w, w, u] =0

Dos vectores u y v son tales que |u| =10, |v =10V3,y
|u + v| = 20. Hallar el angulo que forman los vectores
uyv.

Se tiene que:

w4+ =luf + P =2 v cos (i, v), luego

uP + VP —Ju+ v _ 100 + 300 - 20 _
20ul v 2-10-10V3

=280~ 0,808. Por tanto, @, v) = 36°4'14,77"
3464

cos (u V) =

Un vector de médulo 10 se descompone en suma de
otros dos de médulos iguales y que forman un angulo
de 45°. Halla el médulo de cada uno de los vectores
sumandos.
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Por el teorema del coseno,
10% = a? + a® — 2aa cos 135°
Operando: 3,414a> = 100, luego a = 5,41.

.Puede haber dos vectores u y v tales que u - v = -3,
|u| =1, |v| = 2? ;Qué se puede decir del angulo de
dos vectores que verifican |u . v| = |u| . |v|? Justifica
las respuestas.

No puede ocurrir que |u| =1, |v| =2yu-v=-3 yaque

— _
- v =[ul - v - cos(u, v) y entoncescos (u, v) = 1,5.

En la otra cuestién, al verificar |u - v| = |u| - [v|, el coseno del
dngulo que forman vale 1y, por tanto, el dangulo es 0° o 180°.

Dada la base formada por los vectores:

(Lo, 2)0,- 2, 1)C 2 1
WW)( \FW)(WW)

comprueba si es ortogonal u ortonormal.

Los tres vectores son unitarios.
La base no es ortogonal ni ortonormal, ya que, por ejemplo,
se cumple que:
Lo, 2y.0-2, =2
5O O ERE e
Dados los vectores u = (3,-1, 1) y v = (2, -3, 1), halla
el producto u - v y comprueba que este vector es orto-

gonal a u y v. Comprueba el vector v - u y comparalo
conu-v.

El producto u - v es

ijok
u-v=3_11 =2i—-j-Tk

231
Comprobamos que u - v es ortogonal au 'y a v:

u-w-vy=3,-1,1)-2,-1,-7)=0
v-(u-vy=02,-3,1) - (2,-1,-7) =

El vector v - u es:

Pk
u-v=p 31|=-"2i-j+7k
3-11

Los vectores u - vy v - u son opuestos.



Sea b = {u, v, w} una base tal que |ul =2, |v| =3, |w(J =1
yu-v=4,u-w=3,v -w=3, calcula el valor de m
para que los vectoresx = 1lu + mv +3wey=u +2v +
w sean ortogonales.

Calculamos el producto escalar x-y. Obtenemos:

x-y=(lu+mv+3w)- wu+2v+w)=11lu -u+22u - v+
Hu -w+my -v+2my -v+mv-w+3w-u+6w- v+
+3w-w=11-4+22-4+11-3+4m+2m -9+3m+
+3:3+6-3+3:-1=25m+ 195

Como x e y deben ser ortogonales 25m + 195 = 0, luego m =
=-7.8.

Resolucion de problemas

1. LENTEJAS Y GARBANZOS. En un puesto del mer-
cado tienen 5 sacos de garbanzos y uno de lentejas. Un
cliente lleva una cierta cantidad de garbanzos, des-
pués otro cliente se lleva el doble de garbanzos que el
cliente anterior, quedandose solo el saco de lentejas.
El vendedor sélo vende sacos completos. Sabiendo que
los pesos de los sacos diferentes son 19, 18, 31, 16, 15 y
20 kg, ;cuanto pesa el saco de lentejas?

Sumando los kilos de todos los sacos, obtenemos 119 kg.
Como un cliente se lleva cierta cantidad y otro se lleva el do-
ble de esa cantidad quedando sélo el caso de lentejas, enton-
ces al quitar a 119 kg, el saco de lentejas debe quedar un nu-
mero que es miltiplo de 3, esto se cumple con:

119 -20=99.
Un cliente lleva 33 kg en los sacos de 18 kg y 15 kg y el otro
cliente se lleva 66 kg en los sacos de 19 kg, 31 kg, 16 kg.
El saco de lentejas es el que pese 20 kg.

2. TRES CARTAS. De una baraja espaiiola de 40 cartas
extraemos 3 y las colocamos en una fila horizontal.
Las cartas son tales que verifican las condiciones si-
guientes: a la derecha del caballo hay 1 6 2 sotas; a la
izquierda de la sota hay 1 6 2 sotas; a la izquierda de
un oro hay una o dos copas; y a la derecha de una co-
pa hay una o dos copas. ;De qué 3 cartas se trata?

El caballo y las sotas las sefialamos con C S S.

Para que verifiquen las condiciones han de ser:
CeSo Se

Por tanto, las cartas son:

* Caballo de copas.

* Sota de oros.

* Sota de copas.

3. PRIMAS. Dos amigos, Pedro y Luisa, se encuentran
una tarde, y Pedro le dice a Luisa: «Ayer estuve con
mis tres primas». Luisa le pregunta: «;qué edad tie-
nen?», a lo que Pedro contesta: «el producto de sus
edades es 2.450 y la suma de las mismas es el doble de
tu edad». Luisa dijo que con estos datos no podia sa-
ber las edades. Pedro afiadié: «yo soy por lo menos un
aio mas joven que la mas vieja. Por supuesto, Luisa
conoce la edad de Pedro. ;Cuales son las edades de las
primas de Pedro y cual es la edad de Luisa?

Descomponiendo 2.450 en factores, obtenemos:
2.450=2-5%.72
Las posibles edades de las tres primas son:

Prima Prima Prima Suma Luisa
1 2 3
2 25 49 76 38
5 5 08 108 54
5 10 49 64 32
7 7 50 64 32
5 35 35 72 36
1 49 50 100 50
7 14 25 46 23
7 10 35 52 26
5 14 35 54 27

Una vez hecha la tabla con todas las posibilidades, observa-
mos que hay un resultado suma repetido, por tanto ahi esté la
razén de que Luisa le dijera a Pedro que con esos datos no
podia saber las edades.

La edad de Luisa es de 32 afios.

Luisa sabe la edad de Pedro. Si Pedro hubiera tenido 48 afios
0 menos, no quedaria claro, por tanto Pedro ha de tener 49
afios y las primas 7, 7 y 50 afios.
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