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' En esta unidad vas a:

1. Repasar las propiedades de las potencias.

2. Transformar potencias en radicales y viceversa.

3. Realizar operaciones con radicales.

4. Racionalizar radicales.

5. Conocer el concepto de exponencial y logaritmo y sus propiedades.
6. Saber cambiar de base en los logaritmos.

7. Resolver ecuaciones exponenciales y logaritmicas.

8. Utilizar la notacion cientifica para resolver problemas.

9. Resolver problemas utilizando radicales y logaritmos.

2.0.- Lectuora Comprensiva

2.1.- Introduccion

2.2.- Potencias de ndmeros reales

2.3.- Radicales

2.4.- Propiedades de los radicales

2.5.- Operaciones con radicales

2.6.- Logaritmo de un ndmero real

2.7.- Propiedades de los logaritmos. Cambio de Base
2.8.- Notacion cientifica.

2.9.- Resolucion de problemas.

2.10.- Aovtoevalvacion.
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2.00.- Lectura Comprensiva

Los logaritmos y el alce borracho

A finales del siglo XVI, reinaba en Escocia Jacobo VI gue era hijo de Maria Estvardo y gue llegd al trono
de Inglaterra en 1603. En 1589 se decidio gue el rey debia casarse con Ana de Dinamarca. La boda se hizo
primero por poderes, y después se envid una expedicion a buscarla a Dinamarca. En esa expedicion participd John
Craig, médico del rey y amigo de John Napier. Debido a una tormenta, el barco se vio forzado a buscar refogio
en la isla de Hven, sitoada entre las costas de Dinamarca y Svecia. Alli se vbicaba el observatorio astronémico
de Tycho Brahe, probablemente el mejor de la época. Brahe era el mejor astronomo antes de la invencion del
telescopio; cuenta la leyenda que perdio parte de la nariz en vn doelo a cventa de la existencia de los ndmeros
imaginarios; la sustituyd por vna protesis de plata... o de oro... Avngue quiza fuera de cobre, o al menos a esa
conclusion llegaron en 1901 cvando, con motivo del tercer centenario de la moerte de Brahe, decidieron abrir s
tomba para comprobar si entre los hvesos del astronomo habia o no algona protesis nasal. Sea coal fuera el
material de la protesis de Brahe, le tuvo que dar vn aspecto de lo mas inquietante.

Brahe llamaba a sv observatorio Uraniborg, «Castillo del cielo»; que se
habia construido con los planos del arquitecto mason Hans van Steenwinkel,
llenas de simetrias y de dimensiones de intencion simbélica y esotérica.

Contaba con comodidades y lojos poco vsvales en el siglo XVI: se decia
gue las habitaciones tenian agua corriente, y gue vivian en él enanos clarividentes

y alces gigantescos que calmaban sv sed con cerveza en vez de con agua —parece

ser gue el animal predilecto de Brahe se desnoco vna noche al rodar borracho Grabado del observatorio de
Uraniborg

por vnas escaleras—. En el exterior habia pajareras, cenadores, miradores y on
jardin de hierbas medicinales que sortia la botica constroida en los sétanos del castillo; Brahe y, sobre todo, su
hermana Sophia —que foe vno de sus principales asistentes— fueron moy aficionados a la botanica y la alguimio.
Brahe llego incluso a constroir un sistema de represas en la isla para alimentar on molino de papel que proveia
su imprenta particolar.

Del paraiso que Brahe se constroyd en Hven le echaron finalmente sus excesos y el joven rey Christion
I\VV. Brahe dejo sv isla en 1597 camino de Alemania. La ira de los campesinos de Hven, a quien Brahe habia
estrojado a base de impuestos y tasas que recavdaba con enorme voracidad y haciendo vso de vna croeldad
inhomanas, provocd la destroccion parcial de sos castillos al poco de abandonarlos Brahe; el paso del tiempo se
encargd de rematar la tarea. Con todo, una visita a la isla de Hven merece adn hoy la pena: a hora y media en
ferry de Copenhague, puedes alguilar vna bicicleta y recorrer todos sus rincones en seis o siete horas. Avngoe
del observatorio de Brahe solo guedan unas pocas ruinas, son tan evocadoras gue coando el viento sopla entre
ellas parece querer emolar los gritos que Brahe daba a sus ayvdantes pidiendo mas esmero en las observociones.

Durante su breve estancia en Uraniborg, el médico escocés amigo de Napier aprendio el método de
prostafairesis que enseiid a Napier a su vuelta a Escocia. Napier penso entonces gue el método todavia se podia
simplificar si se desarrollaba vna herramienta para transformar directamente productos en somas. Se aplico
entonces a ello, y fruto de sus desvelos foeron los logaritmos.

Lee nvevamente el texto anterior y responde a los sigvientes preguntas:

1.- ;De qué trata el texto?

2.- ;Qué te parece la historia?

3.- Bosca informacion sobre la prostafairesis aongoe lo veremos el aiio que viene en el tema de trigonometria.




L | ‘ Potencios, radicales,

- Logaritmos y exponenciales
1ada.com © Radl G.M.

2.01.- Introduccion

Enels. XVl se acomete el estodio preciso de las leyes natorales (con las fonciones) y de sus variaciones
(con el Calcvlo Diferencial). Pero se trataba de conceptos tedricos que debian aplicarse a medidas
experimentales, sobre las gue loego habia que realizar calcolos laboriosos. Se ponian en evidencia dos requisitos
importantes: por vna parte, disponer de vn sistema vniversal de medidas; y, por otra, mejorar la capacidad de
calevlo.

Lo primero no se alcanza plenamente hasta 1792, coando la Academia de Ciencias de Paris establece el Sistema
Métrico Decimal, un trionfo imperecedero del racionalismo impuesto por la Revolocion Francesa.

Pero la mejora de los calcolos, tanto en rapidez como en precision, era ona linea de
avance permanente desde el siglo XV (ver: Pascalinas y La calcoladora de Napier),
gue habia froctificado ya en el siglo XV en un concepto decisivo: el logaritmo.

En el Renacimiento, ona psevdociencia como la Astrologia contribuyd
indirectamente al progreso de la Ciencia, ya gqoe la elaboracion de los hordscopos
obligaba. a calculos y observaciones astrondmicas. Lo mismo cabe decir de la
elaboracion de los calendarios. O, en Arguitectora, el diseiio de fortalezas teniendo
en cventa las condiciones del terreno para, con la ayoda de

bastiones, angolos, salientes, etc., protegerse de la artilleria
de los sitiadores; también en Navegacion, etc.

Los logaritmos se inventaron con el proposito de simplificar, en especial a los astronomos,
las engorrosas moltiplicaciones, divisiones y raices de ndmeros con mochas cifras.

El concepto de logaritmo se debe al svizo Jorst Biirgi y su nombre tiene un significado moy
explicativo: logaritmo significa "ndmero para el célcolo”. El escocés John Napier (en la foto) enseguida lo
aprovechd para publicar en 1614 sv obra "Mirifici logaithmorom canonis descriptio” (descripcion de la maravillosa
regla de los logaritmos) con las primeras tablas de logaritmos para el seno y el coseno de un angolo a intervalos
de 1"y con siete cifras. Su genial idea fue trabajar con los exponentes de las potencias.

Los logaritmos hoy ya no son necesarios para hacer grandes calcolos; gracias a la microelectronica es posible
hacerlos de forma instantanea con la calcvladora o el ordenador. Sin embargo, durante siglos de vso, los
logaritmos dejaron su hvella en las Matematicas y adn hoy es necesario que los conozcas; pero ahora ya no para
caleolar, sino para otilizarlos como concepto asociado a mochas sitvaciones. En particolar, son dtiles las escalas
logaritmicas (entre ellas, la Escala de Richter).

2.02.- Potencias de niumeros reales

Una potencia es una forma abreviada de expresar vna moltiplicacion de un ndmero por si mismo varias
veces, es decir, es una moltiplicacion de factores iguales.

En una potencio, la base representa el factor que se repite, y el exponente las veces que se repite el producto.

c aY aaaaa a°
a = aa-aaa-a-a-aaa-aaa Pt R il 222 _ 2
(b] bobob  bbbbo b

Elprodocto de % por s misma se repite p veces

Elprodocto de a por sTmismo se repite ¢ veces

2.2.1.- Propiedades de las potencias

Las propiedades de las potencias las llevamos estodiando desde 1°de ESO, asi que las resumiremg
forma rapida en la siguiente tabla:
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Prodocto Cociente Potencia
a® - a=at* 202 =2 a’: a*=qa"° 6°:6=6" a’=1 a=a

o b =(a'b) 23 =12 | a:b =(a:b) 6:3=2 |(a)=a" (27)=2"2"

Potencias de exponente negativo
b1 L 11 aY* (bY 2\ _(3Y
a = oy 27 = == — =| — — =| —
a 2° 8 b a 3 2
Recverda que existian operaciones de potencias que en principio no se podian realizar porgue no tenian

ni la misma base ni el mismo exponente, pero que si observabamos cvidadosamente encontrabamos la manera de
hacerlas. En estos casos, solia ocorrir que, avnque las bases eran distintas, unas bases eran potencios de otras.

Ejemplo
1.- Calcola los siguientes operaciones con potencias.
No tienen la misma base ni el mismo exponente, pero observamos que vnas son potencias de las otras, por tanto:

23. ﬁi . gi :23_(22)5 :(23)4 _23.010.912 _y31_H 93 . Qi :(32)3_(33)2 _36.36 _32
4=2% g=23 9=3* 27-3°

1.~ Calcola y expresa el resoltado de estas operaciones con vna sola potencio:

a(55): () = m[(2pe e = o)) des )]
ao-fezpl’ olF: ()] (E) - ) wEerele
BTG
[GHGED)

379°:27°

i) [4](2°) = j) 3% 19781 = e

)

. . P B radical
En general, en un radical, el radicando es el nomero que hay dentro de la raiz,  indice f e
o+ eselsimbolo de la rafz, n es el indice de la raiz, y b es la rafz. \n b Fa
La raiz de ndice n o roiz enésima de on ndmero a es otro ndmero b, que, elevado a la vVa =
potencia enésima, nos da el ndmero a. \
radicando

YJa=b < b'=a 1932768 =2 <  2°=32768%

La forma sencilla de resolver coalguier radical es intentar conseguir en el radicando ona potencia de exponente
igual que el indice de la raiz.

Eiemplo
2.- Calcola los siguientes radicales.
Escribimos el radicando en forma de potencia mediante la descomposicion factorial y resolvemos:

A §B2=52°=2 b)Y =%3" =3 ¢) 3125 =35 =5 4)3g =327 =2
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& Decimos que dos radicales son equivalentes si tienen la misma raiz.

Ejemplo
3.- Comproeba si los siguientes radicales son equivalentes.
Escribimos el radicando en forma de potencia, resolvemos y comparamos los resvltados:

= e N

Si —) Si —> Si

312 _) J_ 2 J_

Vemos que sus raices coinciden, por tanto, las tres parejas son radicales equivalentes.

2.3.1.- Relacion entre potencias y raices.

Llamamos potencias de exponente fraccionario a aguellas potencias en las que el exponente es vn
‘ 5 il - 2 il
ndmero racional (fraccion) a¢ , como por ejemplo: 2* 32 (-4)7  (=3)s 55

Este tipo de potencias se pueden expresar igualmente como on radical de la siguiente forma:
m P
ar =%a" <« b’ =b7
Donde el nomerador es la potencia y el denominador es indice de la raiz. (Ley de exponentes fraccionarios)
DEMO '

\Vamos a demostrar primero que : 2" =4/a

1 1Y
Si llamamos 6 =a" , y elevamos todo a n, llegamos a: 6" = (a” J , si aplicamos las propiedades de las potencios:

1) 1 n
1 1, 1
0" = (a” j =a" =a"=da'=a — b"=a sioplicamos la definicion de raiz enésima: Ya=b6 << b"=a
1 1 1

entonces /a = b y como al principio teniamos que: b =" entonces Ya=b=a" - a"=4a c.q.d.

m
\amos a. demostrar ahora a” =%/a"

m 1 1 1 1
W nfl m

a" es igual que ar y utilizando las propiedades de las potencias: a'n= (a’” ); y por la demostracion anterior: (a’” ); =4/a

Como podemos observar, existe vna relacion entre los radicales y las potencias, de forma gue podemos pasar de
ono a otro con facilidad (expresion potencial de vn radlical.

Ejemplo
4 - Pasa de potencia a roiz y viceversa:
Para pasar de potencia a raiz, o de roiz a potencia, simplemente otilizaremos la propiedad anterior:

Piensa y practica

2.- Convierte las raices en potencias y viceversa:

a) N7 = b) 37 = c) 4

[SIES)

d) (-:3)5 =
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2.04.- Propiedades de los Radicales

Antes de estudiar las propiedades de los radicales, tienen gue quedar claros estos tres conceptos:

& Siax0, Y eviste cvalguiera que sea n.
& Sia<O, 4/a solo existe si nes impar.
& Aungue 4 tiene dos raices cuadradas, coando escribimos /4 siempre nos referimos a la raiz

positiva: J4 = +2 , ano ser que se diga otra coso.

Los radicales tienen vna serie de definiciones y propiedades que debemos conocer y vtilizar con soltora,
todas ellas, consecvencia inmediata de conocidas propiedades de las potencios.

1.— El producto de dos radicales de un mismo indice es igual a la raiz del producto de los radicandos:
Yadlb=tab - o:Yuf5=3Yu5=320 > Yuf5=4'5 =(45)=20"=320

2.— El cociente de dos radicales de un mismo fndice es igual . la raiz del cociente de los radicandos:

Ya  |a e \/E e 16 (mji s
=g— s/ b#0 - ¢: =s—=¥2 > —— = 2| =22=%2
AT 7"k Ve g g \8

3.— Un radical de indice n elevado a una potencia m eguivale a vna roiz de fndice n y de radicando elevado a lo

potencia m:
(%)m=dd7 - ej:(%)z:%/g—z N (3/2)2:(4%)2:&%:3622

4.— La raiz de indice mde vn radical de indice nes equivalente a vna raiz de ndice nde on radical de indice my
es igual a vna raiz de indice m-n:

Jda=iRla=da — LBE=B=HB=GB > H=3=(3)-=3-
5.—Si 2> 0 larofz de indice n de a es igual que la raiz de fndice m-n de a elevado a m.
Ya="da" - ¢:B3="Y3"=N3 o Y3=3=3-3"-13

En ellas, hemos puesto vn ejemplo en azul y sv demostracion vsando las propledades de las potencias en rojo.

3.- Aplica las propiedades de los radicales y calcola:

3
a) {2'8-7' b) (5’@)15 = c) Y1692 = d) \/% = e) 31728 =
4 — Calcola:

8
a) (3 Z azbSJ b) Jabe Ya®b%c? - ¥ab® o) i/a2b5 {a*” \Ja*b¥/a’b?

2.05.- Operaciones con Radicales

Las propiedades de los radicales nos van a venir moy bien para poder operar con ellos.
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2.5.1.- Reduccion a indice comun

Para realizar operaciones con radicales de distinto fndice es necesario redocirlos a otros equivalentes
gue tengan el mismo Tndice. Este nvevo ndice serd el minimo comdn moltiplo de todos los fndices.

Ejemplo
5.- Reduce afndice comon los siguientes radicales: 3 ¢y /2

Para ello calcolamos el minimo comdn moltiplo de los Tndices 2 y 3: m.c.m.(2,3)=6

1 1 2
J3=32-30-43 Y2=23=20-¢2*

2.5.2.- Simplificacion de radicales

De acverdo con la ley de exponentes fraccionarios y de las propiedades de los radicales, simplificar on
radical es expresarlo en su forma mas simple. Es decir, un radical esta simplificado coando:

& No se puede extraer ningdn factor del radicando (es el menor posible)
& No poede reducirse su fndice (es el menor posible)
& Elradicando no es vna fraccion
& No hay radicales en el denominador de vna fraccion
Para simplificar radicales, se factoriza el radicando y se extraen todos los posibles factores del radical.
Después, si es posible, con la ley de exponentes fraccionarios se redoce sv indice.

Eiemplo

8
6.~ Simplifica los siguientes radicales: Yooty 3 o b*-c’-m"

Foctorizamos los radicandos y extraemos los factores que sea posible, por Gltimo, si fuera posible, se redoce sv ndice.

* 2 1
a) Yoot =42%3¢ = 424332 =42 43+ 432 = 23437 =233  *432=3"-32-3

3
b) 13/%b5~c7~m“ :43/%b5 <’ -m" :3£Z-b-cz'm“-x/3 b*cm*

2.5.3.- Introduccion de factores en un radical

Paraintroducir factores dentro de un radical, el factor que esta fuera se escribe dentro elevado alindice
de la raiz y despoés operamos.

Eiemplo
7.~ Introduce los factores que sean posibles dentro del radical:
Foctorizamos los radicandos y extraemos los factores que sea posible, por dltimo, si fuera posible, se redoce sv ndice.

a) -5 =3/(=5)° 4 =3/~500 = -3¥/500 b) 342 =y¥3"2 =§he2

5.- Simplifica los radicales:

a) §1024m*’¢c™ b) /2,70 c) 3f7iqu5nrl”+ d) 1125m"c”b’

.~ Introduce los factores en los radicales siguientes:

396 3.
a) i/ix b) Z\/g c) 2a.,/% d) 3mx2,/lmx e)2 3 #/%
8\ 27 2\ 2 3 Ve 3 5 3
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2.5.4.- Producto y cociente de radicales

Para poder moltiplicar (o dividir) radicales han de tener el mismo ndice, si no es asi, primero hay que
redocir a indice comdn. El resultado del producto (o del cociente) ya lo hemos visto en las propiedades 1y 2.

Ejemplo
8.~ Realiza las siguientes operaciones con radicales:

R R N NG R r A R L [ R R s e

S

Piensa y practica

7.~ Calcola:
a) i/z%= b) \/E%/_= c) \/E:Q/_= d) %/E:[: e)ﬁﬁf:

2.5.5.- Suma y resta de radicales

Para poder somar radicales han de ser semejantes. Para sumar o restar radicales semejantes, se extroe
factor comdn y se operan los coeficientes.

Eiemplo
9.- Realiza las siguientes operaciones con radicales:

2)\3+53-33=33

b) 3327 — 24283 +/75 — 2488 =337 — 243° 4352 —2/32% =333 -2323+53-2:223 =
=9/3-18/3 +5/3-8/3=-12/3

¢) 2\/2 —E\/go +%\/1go +6\/45 = %le.s —2\/2“ 5 +%\/22 355 +64/3%5 = éz\/g —%-22\/3 +%~2-3-\/§ +

1635 =252 /54 3/5 4185 -T2 10490 5 T g
5 5 5 5
Es importante notar gue la suma algebraica de dos radicales de coalguier ndice nos es igoal a la raiz de la suma

algebraica de los radicandos.
YJaxilb#Wa+b

Piensa y practica

8. Realiza los sigvientes operaciones con radicales:

a) 88 — 542 + 420 - 125 + 318 = b) 5@+6@-7@+%J8_=

2.5.6.- Racionalizacion de radicales

Coando tenemos fracciones con radicales en el denominador conviene obtener fracciones equivalentes
pero que no tengan radicales en el denominador. A este proceso es a lo que se llama racionalizacién de radicales
de los denominadores.

Segon el tipo de radical o la forma de la expresion que aparece en el denominador, el proceso es diferente.
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& Caso 1: El denominador es una rafz coadrada

Si el denominador contiene un solo término formado por vna sola raiz cvadrada, se racionaliza
moltiplicando el numerador y el denominador por la raiz coadrada del denominador.

com

Ejemplo

10.- Racionaliza:

45 51 53 52 53 pe_ 6 _3_ 32 32 32 32
V2 22 V22 2 & 22 2 V22 22 s 2

& Caso 2: El denominador es un radical de indice cualgoiera.

Si el denominador contiene on solo término formado por vna raiz de Tndice coualguiera, se racionaliza

moltiplicando el nomerador y el denominador por el radical del mismo orden necesario para completar la raiz.
Quizds sea mas facil de comprender con un ejemplo:

Ejemplo

. .12
N.- Racionaliza——
5[72
Como en el denominador tenemos la raiz quinta de 7 al cvadrado, para poder quitar el radical del denominador, necesitamos completar

la raiz (necesitamos 7%) asf que, moltiplicaremos por 3/ 7°

12 12 Y7 P 7

N R R

& Caso 3: El denominador es vn binomio con raices cvadrados.

Si el denominador de la fraccion contiene dos términos en vno de los cuales (o en los dos) hay vna raiz
cvadrada, se racionaliza vtilizando la terceraidentidad notable. Es decir, moltiplicando numerador y denominador
por el conjugado del denominador-.

(a+b)(a-b)y=a"-b"  donde (a+b) y (a—b) sonbinomios conjugados
Ejemplo
12.- Racionalizo:

7 7 -3 M2) 90 _7- 7f 7-1W2 _7-12 _7-712

“)1+ﬁ‘1+ﬁ1_ﬁ‘(1+ﬁ).(1_ﬁ)‘ _(a) 1V 2 A “AA=7

SUMA X DIFERENCIA

—_—
Diferencia de coadrados

V3 VB 342 \/§(3+\/§) 3346 3346 33+6
3-V2 3-V23+2 (3-42)(3+42) a-V  a-2 7

)1+\/_ 1+«/_1+\/_ (1+\/_)(1+x/_) (]+\/_)2 1+3+2\/__4+2\/_
=8 13143 (1-v3)(0+43) (1-3)(1+43) -3 -2

~2-3

Piensa y practica

9.- Racionaliza. los siguientes expresiones:

Q)= p Y2 o —2 5 3 PELNE
G i N V3 NG
10.- Calcola:
w2 24 g2 3 1 g3 , 2 5
NCENCRN R RN G- -2 -2 NP AN FERN
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EN CONSTRUCCION

Def Con Dos Tomaremos el Mundo....

vter
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