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Generalizar, demostrar y resolver problemas utilizando monomios, polinomios y

fracciones algebraicas.

En esta unidad vas a:

Manipular expresiones algebraicas, reconocer sus elementos, y calcular el valor
numérico.

Expresar situaciones problematicas a través del lenguaje algebraico.

Operar y simplificar monomios, polinomios y fracciones algebraicas.

Sacar factor comun en expresiones algebraicas.

Manejar con soltura las identidades notables.

Utilizar la regla de Ruffini para simplificar determinados cocientes.

Identificar las raices de un polinomio y factorizarlo en factores irreducibles.
Conocer y comprender el teorema del resto y del teorema del factor.

Aplicar los teoremas a la determinacion de raices y factorizacion de polinomios.

3.1.- Introdoccion

3.2.- Lenguaje Algebraico

3.3.- Expresiones Algebraicas. Polinomios

3.4.- Operaciones con Polinomios

3.5.- Potencias de un polinomio. Binomio de Newton
3.5.- Teorema del resto

3.6.- Raices de vn polinomio

3.7.- Factorizacion de on polinomio

3.8.— Fracciones Algebraicas

3.9.- Resolucion de problemas.

3.10.- Autoevalvacion
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3.00.- Lectura Comprensiva

Un hombre de principios

Dias negros y noches largas, estas oltimas
semanas habian sido especialmente dificiles
para Paolo Ruffini. Mientras caminaba en
direccion a su casa, pensaba en lo doro
que habia sido tomar la decision de no jorar
fidelidod a la bandera de los invasores franceses.
Un golpecito en el hombro y la voz amiga
de Luigi lo devolvieron a la realidad:
—iPaolo! ;Qué has hecho? En la universidad
no se comenta otra cosa. El responsable politico
ha asegorado gque nonca volverds a sentarte
en to catedra y que has marcado to destino;
se le veia terriblemente enfadado.
—Lo pensé dorante mocho tiempo y coando
comonigué mi decision me he sentido aliviado
—argumentd Ruffini, plenamente convencido.
—Pero ;no has pensado en to familia 0 en to
posicion? —Luigi mostro la preocupacion
gque parecia haber abandonado a Roffini.
—Lvigi, scuanto darfas por vn puesto
de foncionario? —Estaban llegando al mercado
y Rouffini se pard en seco—. Yo no estoy dispvesto
a pagar tanto por la catedra; si hiciera
el joramento, habria traicionado mis principios
y motilado mi alma, mantendria mi catedra
pero el Poolo Ruffini gue conoces habrio moerto.
-Me niego a jorar lealtad a Napoledn Bonaparte-
Dijo muy enfadado

Ruffini se dedicd por entero a sv oficio de médico
en los aiios en gue estovo alejado de la docencia, puesto
que 1 aitos después foe readmitido en la Universidad
de Modena donde en 1914 fue nombrado Rector.

Lee nuevamente el texto anterior y responde a las sigvientes preguntas:

1.- ;De qué trota el texto?
2.- ;Qué te parece la historia?

3.- ;Qué hobieras hecho td en su lugar?
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3.01.- Introduccion

Algebra, del drabe: »l\ alabr, es el nombre que identifica a una rama
de la Matematica que emplea ndmeros, letras y signos para poder hacer
referencia a moltiples operaciones aritméticos.

La palabra dlgebra proviene del titolo de vn libro Al-jabr w al-mugabalah,
escrito en Bagdad alrededor del aiio 825 por el matematico y astronomo
Mohammed ibn-Muvsa al-Khwarizmj que muestra en sus trabojos la primera
formola general para la resolucion de ecvaciones de primer y segundo grado.

El dlgebra comienza en realidad coando los matemdticos empiezan a
Al Khwarizmi (siglo IX d.C.), considerado INtErESQrse por las "operaciones” que se pueden hacer con coalguier cifra, mas
uno de los «padres del dlgebra» QUe pOT lOS VYliSVYlOS V\Omeros_

Segon Aristoteles, las matematicas se originaron hacia el aito 2000 a.C. porgue la clase sacerdotal de
Egipto tenia mucho tiempo para dedicarse al estodio. Esta afirmacion pudo comprobarse casi 2000 aiios mas
tarde cuando fue descubierto un papiro que
actvalmente se conserva en la coleccion Rhind
del Museo Britanico. Este docomento, escrito
por el sacerdote Ahmes se titola:
"Orientaciones para conocer todas las cosas
oscuras” y contiene ona coleccion de
problemas de aritmética, dlgebra y geometrio.

Los problemas algebraicos contenidos
en el Papiro de Rhind no se refieren a objetos
concretos y especificos como pan y cervezo, si
tampoco piden el resoltado de operaciones con
ndomeros conocidos, sino que piden lo
equivalente a resolver ecoaciones lineales de la forma x+ax=b 6 x+ax+bx=c, donde o, b y ¢ son ndmeros conocidos
y x es desconocido; a este ndmero desconocido o incognita se le llamaba "aha" o monton.

Desde entonces hasta finales de la edad media, el dlgebra se caracterizd por la invencion de simbolos y
la resolocion de ecvaciones sencillas. Hobo que esperar a la Edad Moderna para gue los franceses Vieta (siglo
XVI) y Descartes (siglo XVII) dotaran al dlgebra de vn lenguaje definitivamente simbblico, practicamente igual al
gue vsamos en la actoalidad

Gracios a ellos, hoy entendemos como dlgebra ol drea matematica que se centra en las relaciones,
estroctoras y cantidades. La disciplina gue se conoce como dlgebra elemental, en este marco, sirve para llevar a
cabo operaciones aritméticas (suma, resta, moltiplicacion, division) pero que, a diferencia de la aritmética, se vale
de simbolos (g, ¥ y) en logar de otilizar ndmeros. Esto permite formolar leyes generales y hacer referencia a
nomeros desconocidos (incognitas), lo que posibilita el desarrollo de ecvaciones y el andlisis correspondiente a
sv resolucion.

El algebra abstracta se desarrolld en el siglo XIX; inicialmente centrada en lo gue hoy se conoce como
teoria de Galois y en temas de la constroctibilidad. Los trabajos de Gavss generalizaron numerosas estroctoras
algebraicas. La bosqueda de una fondamentacion matematica rigurosa y ona clasificacion de los diferentes tipos
de constrocciones matematicas llevd a crear dreas del dlgebra abstracta dorante el siglo XIX absolotamente
independientes de nociones aritméticas o geométricas (algo que no habia sucedido con el dlgebra de los sigl
anteriores).
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3.02.- Expresiones algebraicas. El Lenguaje Algebraico

Toda expresion en la que aparecen ndmeros y letras relacionados entre si con operaciones aritméticas
recibe la denominacion de expresion algebraica, y al conjunto de éstas, jonto con las reglas de vso de sus
elementos, es a lo que se conoce como lenguaje algebraico. Segin el contexto, las letras de vna expresion
algebraica pueden recibir, entre otros, los nombres de variables, indeterminadas, parametros e incognitas.

Avngue no lo creas, estamos rodeados de expresiones algebraicas, como, por ejemplo:

Area de un circulo Molaridad de una disolucién El volumen de una esfera

4
A= rR? Mz% V=§7ZR3

Ellenguaje algebraico es una forma de traducir a simbolos y ndmeros lo gue normalmente tomamos como
expresiones particolares. De esta forma, se pveden manipolar cantidades desconocidas con simbolos faciles de
escribir, lo que permite simplificar teoremas, formolar ecvaciones e inecoaciones e incluso estudiar sv resolucion.

Este lenguaje nos ayuda a plantear y resolver problemas matematicos de forma general.

Las expresiones algebraicas surgen al tradocir a lenguaje matematico sitvaciones o enonciados de la vida
cotidiana, en los que aparecen datos indeterminados o desconocidos que representamos mediante letras, como
por ejemplo los de la tabla siguiente:

Enunciado aEI); Z::?cr; Enunciado aEI); Zr;:e:::::
La suma de dos ndomeros a+b El doble de un nomero 2x
La diferencia de dos ndmeros -y El doble de la soma de dos nomeros 2(a+b)
El cociente de dos ndmeros /y La mitad del siguiente de vn ndmero (w+1)/2

e piensa y practica

1. Si representamos la edad de Maria con ¥, escribe en lenguaje algebraico:

Enonciado Expresion Algebraica

La edad que tendrda Maria dentro de tres aftos

La edad que tendrd Maria dentro de quince aftos

La edad que tenia Maria hace siete aflos

Eldoble de la edad de Maria

La mitad de sv edad aomentada en treinta afios

La soma de las edades de Maria y la de su madre, gue es el triple de la suya

La suma de las edades de Maria y de so hermano, que es la mitad de la de Maria

3.03.- Expresiones algebraicas: Monomios y Polinomios

& Un monomio es el prodocto de on ndmero por vna o varias letras, donde el ndmero (inclvido sv signo) es a lo
gue llamamos coeficiente y a las letras parte literal.

coeficiente — 4x’tz> < parte literal
Llamamos grado de un monomio al ndmero de factores que forman la parte literal, o lo gue es lo mimo, al nomero

de letros de la parte literal.

parte literal - «“tz° = xxtzzz —  grado=6

dos ¥, ona t y tres z son & letras




&
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Decimos que dos monomios son semejantes si tienen la misma parte literal, es decir, si tienen las mismas letras

avngue estas estén desordenados.

Yy?2® —3x*2? x*z? Sxz2’x 72°x* R 2xzxz

Todos estos monomios son semejantes porque tienen 2 equis y 3 zetas.

& Un polinomio es una expresion algebraica formada por la suma de varios monomios no semejantes:
3x* +2¢* =5¢* = Monomio 3P +2¢=3"+2x -  Polinomio

Para denominar polinomios vtilizaremos las letras maydscolas P, Q, R, S... e indicaremos entre paréntesis las
variables algebraicas de las que depende, como por ejemplo:
P(x)=3x" +2x+5 Qx, y) =3 +2y* —3x¢7 y
A cada vno de los monomios que forman un polinomio se les llama términos, y si no tienen parte literal, se les
llama término independiente.
Plx)=4x> +3x> — 2x + 5
—_— = [ -~
Término Término  Término Término

de de de independiente
grado 3 grado 2 grado 1

e Un polinomio formado por dos términos recibe el nombre de binomio. B(x)=3x* +5

e Un polinomio formado por tres términos recibe el nombre de trinomio. B(x)=2x* +3x -7

El grado de vn polinomio es el mayor de los grados de los monomios gque lo forman. En el polinomio siguiente, el
grado serd 3, porque esta formado por 4 monomios y el de mayor grado es el de grado 3.

P()=4s>+3x* - 2x + 5 - grado(P)=3

Término  Término  Término Término
de de de independiente
grado3  grado2 grado 1

El coeficiente principal de un polinomio, es el coeficiente del monomio de mayor grado, 4 en el ejemplo anterior.

Decimos que vn polinomio es completo si contiene todos los grados consecutivos, desde el mayor hasta el menor,
en caso contrario serfa incompleto.

P(x)= 8x" +3x* +2x+5 Q) =343 +24* —4x +5

Incompleto, falta término de grado 3 Completo

& [lamamos valor nomérico de on polinomio P(x) para x=a, P(a), al ndmero qoe se obtiene al cambiar x por el
nomero a, y realizar las operaciones indicadas.
P(-N)=3(-1) +2(-1)+5=31-2+5=3-2+5=0

P(x)=3x*+2x+5 K
P(2)=3(2) +2(2)+5=34+4+5=12+4+5=2]

Coando para vn determinado x=a, obtenemos como valor nomérico de on polonomio P(¥) el valor O,
decimos que a es vna raiz del polinomio P(x).

P(-2)=(-2)" ~4=4-4=0 — -2esraizde P(x)

P(x)=x* -4 !
P(2)=(2) -4=4-4=0 —  2esraizde P(x)

Un ndmero coalguiera x=a es raiz de on polinomio P(x), cero de un polinomio, cuando el valor nomérico de dic
polinomio para x=a es nolo.
=0 es raiz de P(x) si y solo si P(a)=0
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3.04.- Operaciones con Polinomios

Las operaciones con polinomios, se realizan monomio a monomio, respetando la jerarquia y las
propiedades de las operaciones con ndmeros reales, asi como las propiedades de las potencios.

3.4.1.- Suma y resta de polinomios

Para sumar (o restar) polinomios, sumaremos (0 restaremos) los _4_ ) > (I
monomios semejantes gue los componen y daremos el resoltado en orden 0 e 3% r x| +1
decreciente en grado. - x3 || x? |+ Sxi 5]
Podemos poner ono encima de otro como vemos a la derecha, pero es 1

] 4 3 2| | :
. - x* || x°|[-4x°| |+6x| -1
preferible hacerlo en linea. I |

(J(“ -3¢ +J<+1)+(J<3 —x* +5J<—2):J<4 —3 A1+ =P 5 =2 =k P —UxP +ox -

Para restar dos polinomios, se suma el primero con el opuesto del segundo. Es decir, se le cambia el signo al

segundo y se suman. P(x) - Q(x) = P(x) +[ ~Q(x) |

(x“—3)(2+x+1)—(x3—xz+5J<—2)=J<“—3J<Z+J<+1—J<3+J<2—5J<+2=J<“—x3—212—4x+3

cambiamos el signo de
todos los miembros del
segundo

para restar dos polinomios

Ejemplo
1.- Dados los polinomios P(¥)=5x*-3x3+7x*-5x+4 y Qx)=13+3x2-2x, calcvla: a) P()+3Q(); b) 2P(W)-Q(x)

Para sumar polinomios, sumamos los monomios semejontes que los componen:
a) P(x)+3Q(x)= (5}(” -3+ 7% —5}(+4)+3~(k3 +3x7 —2;() =5x*" =317 + 747 —5x +4+37 + U7 —6x =
=5 +16x —Nx+4
0)2:P(x)-Q(x)= 2.-(5}(4 -3 + 7% =5x+ 4)(7)(13 +3x7 —21() =10« —61® +14” —10x +8 — 1> —3x% + 2x =
=10x" -7 + 1M —8x +8

(*) Recverda gue un signo menos delante de on paréntesis, cambia todos los signos que hay dentro.

3.4.2.- Producto de polinomios

Para moltiplicar dos polinomios, moltiplicaremos todos los monomios del primero por todos los monomios
del segundo y después agroparemos los monomios semejantes dando el resoltado en orden decreciente en grado.

Podemos hacerlo poniendo vno encima de otro y colocando los monomios semejantes vnos debojo de los otros
para poder suomarlos con facilidad, aunque es preferible hacerlo en linea:

(Bx+5) (4 —2)=(3uthi) +(3x(=2)) +(54x) +(5(-2) =124 —6x + 204 10 =12x" =W« -10

Recverda que, para agrupar, somaremos cada monomio con sus semejantes.
Ejemplo
2.- Dados los polinomios P(x)=3x3+7x*-5x+4 y Q(x)=x*-2x+4, calcula sv prodocto:
Para moltiplicar polinomios, multiplicamos todos los monomios del primero, por todos los del segundo y despoés sumaremos:
P(x)Q(x) =(3K3 +7x% —5}(+4)-(}(2 -2« +4): 3x3~(x2 -2« +4)+7J(2'(X2 —2x +4)—5J((J(Z —2x +4)+
+4(x7 = 2x+4) = (3% —6x" #1227 ) + (76" = 1hi® + 2847 ) = (5% = 10% +20x )+ (4x” —=8x +16) =
=3x° —6x" +126° + 7 =i + 28x7 — 517 +10x” - 20x +4x* —8x +16 =
=3x° +xt =767 +4247° - 28x +16
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Piensa y practica
2.- Dados los polinomios: P(x)=3x" —0x° +4x -2 Q) =x>-2x" -3x+1  R(x)=x"+1, Calcola:

a)  Pl)+Qx) b)  2-P(x)-3Q(x) +4-R(x) <) [P(J()]2 d  P)R(x)-2Q(x)

3.4.3.- Division de polinomios

Dados dos polinomios P(x) y Q(x), al dividirlos obtenemos otros dos polinomios C(x) y R(x) que complirdn
que el grado de P(x) sea mayor que el de Q(x) y que ademas deberan verificar la regla de la division "Dividendo
es igual a cociente por divisor mas resto"

Px) Q)
C(x) - P(x) = Q(x)-C(x)+ R(x)
R(x)
La manera mas sencilla de explicar la division de polinomios es mediante un ejemplo, asi que vamos a realizar paso

a paso la division del polinomio P(x)=t4x3-2x*+&x~11 entre el polinomio Q(W=2x-3.

& 1° PASO: Disponemos los polinomios de igual forma que si se tratase de vna division de nomeros. En el caso de
que el polinomio del dividendo no esté completo dejaremos hoecos para los términos que faltan.

4> —2x* +8x-N  |2x-3

& 2° PASO: Dividimos el término de mayor grado del dividendo entre el de mayor grado del divisor, es decir, 4y :
2y, dando como resultado 2x*.

4g° —2x* +8x-M [2x-3
2x*
@ 3° PASO: Moltiplicamos cada vno de los términos del divisor 2% - 3 por el resultado obtenido en el paso 2, 252 y

colocamos los opuestos de estos términos debojo de los términos semejantes del dividendo. A continvacion,
sumamos obteniendo otro polinomio que serd el nvevo dividendo.

U4 —2x> +8x—-N |2x-3 4* - 2% +8x-N  |2x-3
242 4 rox* 4 2%?
_)

Ox’ +Ux* +8x

@ 4°PASO: Repetimos el 3° PASO hasta que el grado del nuevo polinomio dividendo sea inferior al del polinomio
divisor. Cuando esto ocorra, dicho polinomio serd el resto de la division. En nvestro ejemplo el 3° PASO se ha
repetido tres veces.

4 2 +8¢ - | 2¢—3 4 20 48 N | 2x-3

4’ tox’ | 267 +2x 4 vext 26 +2x+7
0 4yg?  48x 4 o) 4y 48« Cociente
~4x*  +ox - 4 rex
0 Mx -m O Mg -M
M 420
O #0

Resto

C)=2«*+2x+7 y R)=10
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Observa como se hace:

4x® -2x? +8x -11 [2x-3
-4x® +6x? 2x2 +2x + 7
3 v > Calculo de los términos del cociente.
4x +8x - 11 : 5 2
AR EER 4x :2xi2x ;
14x - 11 _ '
_lex 2] 4x? :2x = 2x
10
14x:2x=7
Cociente = 2x2 + 2x + 7
Resto =10
Ejemplo

3.~ Calcola paso a paso la division P(0)=x>+2x3-x-8 entre el polinomio Q(x)=y>-2x+1:

Pues repitiendo los pasos del 1 al 4 como hemos visto antes y poniendo O en los hvecos qoe faltan:

X+ 0+ 28+ 06— x— 8 | -2+ 1ol =
20 0 4 A P Y422 45548 200 =2+ 1) =1 =26+
3.0 2+ ¥+ 0d- x- 8 12T 40T 7.7 1007 3.0 +2°0—x—8) + (= +2x" ) =2 + ' —x -8
5.5 2+ ad— 28 422 =20 /522 (X =2+ 1) =2 =4’ + 2o
6.0 S — 22— x— 8 6.0 (2x +x° —x=8)+(-2x" +4x = 2¢") =5x’ -2 =x—8
8o 5% + 106% — 5x 7.25x 1 =5x 1 8.2 5x- (X' = 2x+1)=5x"= 10x"+5x
905 8¢ — 6x— 8 9.9 (5’ = 26’ —x—8) +(=5x"+ 10" = 5x) = 8’ — 6x—8
Vel 2’ + 16x+ 8 10.° 8¢ :x°=8/11.°8- (= 2x+1)=8¢ - 16x—8
1200 10x — 16 12.° (8x" —6x—8) +(-8x"+16x+8)=10x—16

Llegamos a que el cociente es CW)=x3~2x2+5x+8 y el resto: R(¥)=10x-16

3.- Realiza las siguientes divisiones de polinomios:
a) K-’ —6x+12  |x=5 b) A 157 —6x® —5x+1 3x7 -1
o 4kt 247 d 2°+3% -6 |x+3

Ejemplo

N

) 2p(x)=3q(x)+r(x)=

4.~ Dados los polinomios < g(x) = —5x° — 2x* + 3« caleola: £ ) [‘?(K)]
) p(x):rle)=

a) 2p(x)=3q(x)+r(x)=2(4x° +3x* - 26> +5) = 3(=5¢> =247 +3x)+ 26> —x +3=8x" +6x° — 4y
H10+151° +6x% A+ 2% —x+3=8x" + 21 +4x* =104 +13

p(x)=4x® +36° -24* +5

r(x)=2x*—x+3

‘b

6) [9(x)] ’ =(9(x)}(g(x))=(=5x" =26 + 354> = 2" +3x) = 25x° +10x° —15¢" +10x° + 4«
—61° —15x* —6x° +9x% =25x° + 204" - 261" —124° +9x?
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Y4x®  +0x  +3x° -24* +0x +5 |2)(2—K+3

4y 2%t ok { 23 +x* —x -3
0 +2x" =3¢ 247
2t 32 Cociente
0 -2« -5¢* +0x V CclwW=285+«*-x-3
+2x%° —x* +3x 5
0O —6x* +3x +5 Resto
ox> -3x +9 R(x) =14
+14

Piensa y practica

pl) =25 —i® +2x* =34 -3 a) p(x)—29(x)+3r(x)=
2) 2x° -9 + 4% = 7% =10
4.- Dados los polinomios 9(x)=4x> —3x% + 2% - calcola: J p) p(,() . ,(,() — B4~ 2%+ ~ 3¢ 12,2 + ¢ 49
) ExactadeC(x) = & + x+1
r(x)=2x* -3 e) p(x):rix)=

3.4.4.- Regla de Ruffini

Coando el divisor es vn binomio de la forma x - o, la division puede realizarse de vn modo mas sencillo,
empleando un algoritmo conocido como Regla de Ruffini.

Veamos como se realiza este proceso mediante vn ejemplo.
Ejemplo
4.~ Dado el polinomio P(x)=3x3+7x2-3 y el polinomio Q()=x + 3, calcvla el cociente P(x):Q(x)

Para realizar esta reglo, vtilizaremos vna especie de coadro formado
por dos rectas perpendicolares, de la forma:

En la parte de la derecha superior colocaremos los coeficientes de
todos los términos del polinomio en cuestion, que debe estar completo, 3 7 0 -3
ast que pondremos O si faltara algono de sus términos, como ocorre en
noestro caso que falta el término en w.

P(x)=3x>+7x* +0x -3

En la parte izquierda, justo encima de la linea horizontal de separacion
colocaremos el término independiente del divisor (binomio ¥ — a), en
nuestro caso es x+3 = x — (~3), por tanto, colocamos el -3.

El proceso empieza bojando el coeficiente del término de mayor grado
(3) y poniendolo debajo de la linea horizontal. Después moltiplicaremos
el -3 por dicho ndmero (3) y colocaremos el resoltado por encima de la
linea horizontal debajo del siguiente término para después sumarlos:
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3 7 0
Repetimos el proceso volviendo a moltiplicar el -3 por el nvevo j + .
resoltado (-2) y colocandolo debajo del siguiente término para volver a 3 9, .6,
somarlos: {/;4_% - ) -

3 7 0 3
Reiteramos el proceso moltiplicando otra vez (-3) por el nvevo ; ;3 1s+‘
resultado y colocandolo debojo del término independiente: 1 A Al * .

{/;43)" )

Los ndmeros anteriores son los coeficientes del polinomio cociente C(x) = 3y2-2y+6, de grado vna vnidad menor que el grado del
polinomio dividendo P().

ELoltimo ndmero que figora debajo de la linea horizontal es el resto R = -21.

En este caso el grado del resto es igual a cero y como podemos comprobar la division no es exacto.

33 +7x* -3 x+3 Clx)=3«*-2x+6
_)
21 3% -2x+6 R(x)=21

Piensa y practica

5.~ Realiza los siguientes divisiones de polinomios mediante la regla de Roffini:

Q) «—4x*+5¢-8 |x=2 b) x'—7+8¢* -2 |x=1

3.4.5.- Sacar Factor Comun

Coando hablamos de extraer factor comdn nos referimos a ona transformacion a la que se poeden
someter ciertas sumas y restas y que resolta moy Otil en el calcolo algebraico.

Es una suma. cuyos sumandos son productos.

Observa la siguiente expresion:  a-b+ac—ad
2 X2 Todos los productos tienen vn mismo factor, la letra a.

Entonces, podemos transformar la suma en un producto sacando el factor que se repite (sacar factor comin) y
colocando un paréntesis.

a'b+a~c—a~a’:a-(b+c—d)

e piomsaypractiea

©.— Extrae factor comdn en los siguientes expresiones algebraicos:
O 18x* +32x” b 6x*+12x-24 " 9a+6a” +3d’
d 2x-6xy—4zx e ¢°+2a ) 10b-30ab
9 18mxy’ -54m’x”y” +36my” W 5x? +10x-20 ) 60x" +18x° - 24x?

Podemos encontrarnos expresiones algebraicas en las que se poede sacar factor comdn dos veces, lo
conoce con el nombre de factorizacion por extraccion doble. Veamos on ejemplo:
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5.- Transforma en producto la expresion algebraica definida por: Plxy) = xy - 2x -3y + &

\Vamos a hacer diferentes transformaciones hasta poder sacar factor comon:

P(x,y)=xy—2x-3y+6 S‘,’;";“'",;’S (ky—21)+(—3y+6)=(xy—2k)—(3y—6)obsm-—mstéo(xy—Zx)—(3y_3-2)=
endos partes Qque se repr

YLos?camos K(‘q a 2) + 3(‘q B Z)Vemosq;otmvezk(‘l/ a 2) + 3(‘[/ B 2) Volv;z:mosa (K + 3)(y B 2)
factor comdn se repite on factor sacar factor comon

7.~ Extrae doble factor comin en los siguientes expresiones algebraicas:
AW -4 +x-1= b Ux’a+3y+12ax+ yx=  ¢)4a-7a+ ya+4z -7k 2+ yz =

d) a’x* =3bx* +a’ y* -3by* e) c’d* +e*d” —c’f -e*f?

3.05.- Potencias de polinomios

Para algunos productos particolares, conocemos formolas que permiten simplificar los calcolos; se trata
de las identidades notables.

IDENTIDADES NOTABLES
& Cuadrado de vna soma: (a+ b)z 2>+ 2-ab+b*

& Coadrado de vna diferencio: (2 b)z 2 —2-ab+b
& Suma por diferencia: (a+b)(a-b)=a" -0

Las dos primeras son potencias de polinomios, bveno, mas bien potencias de vn binomio. La potencia de vn

polinomio, aligual que la de un ndmero, es la forma abreviada de escribir el prodocto de on polinomio por si mismo
varios veces.

[P(J()]” =P(%)P (k)P () cosrricces P(x)P(x)P(x)

nveces

Si son interesantes las potencias de un polinomio, mocha més lo son, las potencias de un binomio de la forma a+b.
Vamos a calcolar algunas de ellas e intentar encontrar patrones o regolaridades que nos permitan simplificar los
calcolos como hacemos con las identidades notables.

Las tres primeras son evidentes, (a+6)” =1 (a+b) =a+b (a+0b) =a* +2ab+6*

Pero veamos las siguientes potencias:

&€ (a+b)?
(a+b)3 =(az+b)2-(cz+b):(a2 +2ab+b2)(a+b)=a3 +a*b+2a*b+2ab* +b*a+ b’
Agropando:

& +a’b+2a'b+2ab* +b*a+ b’ =2’ +3a*b+3ab +6° - (a+ b)3 =a’ +3a*b+3ab* +b°

&€ (a+b)*
(a+b)4 =(a+b)3-(a+b) :(a3 +3a%b +3ab* +b3)(a+b):a“ +2°b+3a°b+3a*b* +3a%b* +3ab° +

+0’a+b" =a' +4a’b+6a*b* +4ab’> + 6" -  (a+ b)4 =a* +42’b+6a*b* +4ab® + b*
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Vamos a colocar vna encima de la otra a ver si somos capaces de encontrar algdn patron:
(a+06)" =1
(a+ b)1 =a+b
(a+b) =a* +2ab+6*
(a+b)’ =2 +3a°b+3ab” +
(a+06)' =a" +4a°b+0a*b* +tab® +b"

¢No?, vamos a fijarnos en los coeficientes:

(a+b)o=1 1
(a+b)1=1a+1b ] )
(az+b)2 =1a* + 2ab +1b* N 1 2 1

(a+b)3 =12% +3a%b + 3ab* +10°
(a+b)4 =12" + 42’6+ 6a*b* +4ab® +1b*

Como puedes ver, al desarrollar coalguier binomio los exponentes del primer término (a) van disminoyendo
mientras gue los exponentes del segundo término (b) van avmentando.

Vemos que se forma un triangolo infinito, al que lamamos Tridngolo de Pascal en honor al fildsofo y matematico

francés Blaise Pascal, gue fue guien introdujo esta expresion triangolar en 1654. 1
11
Se trata de on tridngolo de ndmeros enteros, infinito y simétrico que empieza con on 1en la 1 \.:"/ 1
primera fila, y cuyos bordes todos son todos 1. Cada ndmero del interior es la suma de los i/ \t/
dos ndmeros que tiene josto encimo. 1\+ /3\+ /3\+ /1
1 4 6 4 1

Pues con todo esto ya podemos calcolar cualguier potencia del binomio (a+b), y a esto lo
llamamos Binomio de Newton.

Si gqueremos calcolar (a+b)®, simplemente debemos continvar el triangolo de Pascal:

(a+06)" =1
L (a+b) =1a+16
o (a+06)" =1a* +2ab+16*
: ] 2 8 2 1 : —> (a+6) =1a> +3a°b+3ab> +10°
1 4 o 4 (a+06)' =12" +4a’b+6a*b* +4ab® +1b"
1 5 10 10 4 1 (a+06)" =12° +54"6+102°6* +102°6° +5ab" +1b°

Por tanto: (a+ b)s =a2° +5a b +102°6* + 1027 6> + 5ab" + b°
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La férmola matematica del binomio de Newton es la siguiente, en la que intervienen ndmeros combinatorios y que
estodiaremos en el tema de Combinatoria.

”_n n n—k /(_n n 40 n n=141 n n-2 42 n 1pn-1 n Opn
(a+b) —Z:o{kJa b —(O}zb +{]Ja b +{2Ja b* 4. +(n_]}zb J{n}l b

2.2.1.- Propiedades de las potencias




-
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Las propiedades de las potencias las llevamos estodiando desde 1°de ESO, asi gue las resomiremos de
forma rapida en la siguiente tabla:

Producto Cociente Potencia

o b =(a-b) 23 =12 | a:b =(a:b) 6:3=2 |(a)=a" (27)=2"2"

Potencias de exponente negativo

ool e 11 aYy*_(bY  (2)"_(3)
a’ 28 b) \a 3) (2

Recverda que existian operaciones de potencias que en principio no se podian realizar porgue no tenian
ni la misma base ni el mismo exponente, pero que si observabamos cvidadosamente encontrabamos la manera de
hacerlas. En estos casos, solia ocorrir que, avnque las bases eran distintas, unas bases eran potencios de otras.

Eiemplo

1.- Calcvla los siguientes operaciones con potencias.
No tienen la misma base ni el mismo exponente, pero observamos que onas son potencias de las otras, por tanto:

23. Lii . gi =23,(22 )5 :(23 )4 —23.210.912 _9B-12_9 ﬁi . %Zi=(32 )3‘(33 )2 —36.36 _3”
4=22 g=23 9=3* 27=3°

1.~ Calcola y expresa el resoltado de estas operaciones con vna sola potencio:

0 (5°5):(5°) = b[(-2)2’ ][0 = o (12)'{(8°4)] 25 :[(-15) 3]

e) 6° :[(27 . 96 ).3]‘2 f K%T . (gf r ;(%j_l = g) 8* ;(25-42) h) [(62 )2 .44} : (23 )4

OO e
plge ">

2.09.- Resolucion de Problemas

Segdn Polya (1965), el profesor de matematicas tiene en sus manos la lave del éxito ya que, si es capoz
de estimolar en los alomnos la curiosidad, podra despertar en ellos el gusto por el pensamiento independiente;

)[4°](2) - )3 19781 -

pero, si por el contrario dedica el tiempo a ejercitarles en operaciones de tipo rotinario, matara en ellos el interés.

Es necesario crear en clase un ambiente gue favorezca la investigacion, el descobrimiento, la bisgueda, la
desinhibicion - cuando se trate de plantear pregontas o dodas - | el respeto a los compaiieros, las actitodes de
colaboracion... etc.

Mas gue enseitar a los alomnos a resolver problemas, se trata de enseitarles a pensar matematicamente, es decir,
o que sean capaces de abstroer y aplicar ideas matematicas a vn amplio rango de sitvaciones y, en este sentido,
los propios problemas serdn las "herramientas” que les llevaran a ello.
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Es por ello que la resolucion de problemas es considerada la parte mas esencial del aprendizaje de

matemdticas. Mediante la resolucion de problemas, experimentareis la vtilidad de las Matematicas en el mondo
gue os rodea aplicando de forma practica los conocimientos tedricos que habéis adguirido.

En general, a la hora de resolver problemas en matematicas, seguiremos el siguiente esquema:

=)

) Lectora y comprension del envnciado.

o <o

) Andlisis de los datos del envnciado. (A veces es importante ayvdarse con on dibujo)
) Plantear los operaciones a realizar y realizarlas sin olvidar el orden de prioridad.

d) Resolver el problema paso a paso intentando explicar los pasos seguidos para resolverlo y

dando la solucion pedida.

e) Evaloar e interpretar los resultados. ;Son 6gicos? jse corresponden con lo pedido en el

enonciado? ;puedo comprobar si la solucidn es correcta?

Veamos algunos ejemplos:

8.- Calcvla el valor de la siguiente expresion:

(480 -3v72 )(242 +1) |12

V12 +4/8

2.10.- Autoevaluacion

1.- Utiliza las propiedades de las potencias y calcola:
a)8":(2°4 )= b) [(el )2-4“}:(23 ) =

Sol: a) 2% b) 3%
2.- Calcola:
15%-3%-5°45% 2°:4°.202.8%°
255°125-27 16-2%-32-2"

Sol: a) 3>57" b) 2™
3.- Calevla y da el resoltado en forma racional:

BEGION

EANAANEN
9 3 3
Sol: 243/16

4. - Codnto debe valer xpara que se verifigue esta igualdad:

J113% + 492 4 272 =3¢

Sol: =42
5.- Comproeba que no es posible utilizar la calcoladora
para obtener 5% - 43 porgue es un ndmero demasiado
grande. Utiliza los propiedades de las potencios para

expresarlo en notacion cientifica.
Sol: 12510
.- Simplifica los siguientes radicales:

0) /125m™c®p’ = b) 3’%"[%150 =

) 5"]024"[37 18
Sol:a) m*c’b¥/5°c’b”; b) = e m*b°3c; ¢) 4m’c*Jm>c?

7.- Opera los siguientes radicales:

a) (23+5V2)(1W3-2)=  BNVI13+313-3=

Sol:a) 42— 4/3 +356 —104/2 b) 2
8.- Opero:

2) %\/128 +6+/51 —%\/ﬁ -3/ag =
b) %x/z —2\/80 +%\/180 +64/45 =
a) 75v/2; b) %\/E

9.- Racionaliza:

DL 32 ot ) V5443 _
N N N
Sol: a)amm b) ¥/3° NGRS ) 4+ N5
10.- Calcola:
A(JHT| oo fer s
Sol: a) ¥ +2x+1 b) b-Aa”-b"

N.- El patio de vna carcel es on coadrado de 50
metros de lado. Un recluso pasea recorriendo el
perimetro ABCD con vna velocidad constante y otro
lo hace sobre vna diagonal AC con la misma velocidad.
Si parten simoltaneamente del ponto A, ;Volverdan a
encontrarse?







